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Resumen

En esta tesis consideramos una extensién a la Teoria General de la Relatividad
de Einstein en una dimension d por medio del formalismo de Stelle-West. En el
tratamiento de primer orden para gravitacién, el vielbein e® y la conexién de spin w®
son considerados como campos independientes. En el contexto de este formalismo,
la gravitacién ha podido ser escrita como una teorfa de gauge del grupo de (anti)-de
Sitter sélo en dimensiones impares. En este trabajo introducimos una nuevo campo,
llamado la “Coordenada de (A)dS” (%, el cual transforma como vector bajo rotaciones
locales de Lorentz y es trasladado bajo un boost de (A)dS. Este campo es usado
para construir nuevas variables V¢ y W% las cuales toman el lugar del vielbein y la
conexiéon de spin en la accién de Lanczos-Lovelock. El resultado es una teoria de la
gravitacién en cualquier dimensién cuya accién es invariante bajo el grupo de (A)dS.
Los coeficientes de los distintos términos de la accién son los mismos que aquellos
escogidos en la ref. [3], y garantizan que la teorfa tenga un unico estado vacio, con
curvatura constante. Demostramos asimismo que la reducciéon dimensional de la
accion de Lovelock-Born-Infeld en cuatro dimensiones conduce a la accién de Euler-
Chern-Simons en tres dimensiones. En dimensiones mas altas es necesario introducir
una hipotesis adicional concerniente a la dependencia del vielbein en la dimension
que esta siendo compactificada.
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Abstract

In this thesis we consider an extension to Einstein’s General Theory of Relativity
in any dimension d by means of the so-called Stelle-West formalism. In the first
order approach to gravity, the vielbein e® and the spin connection w® are taken
to be independent fields. Within this formalism, gravity has been cast as a gauge
theory for the (A)dS group in odd dimensions only. In this work we introduce a new
field called the “AdS coordinate” (* which transforms as a vector under local Lorentz
rotations and gets shifted under an (A)dS boost. This field is used to construct new
variables V' and W%, which take the place of the vielbein and the spin connection
in the Lanczos-Lovelock action. The result is a theory of gravity in any dimension
which is invariant under the (A)dS group. The coefficients of the different terms of
the action are the same as those of ref. [3], and gaurantee that the theory has a
unique vacuum state, with constant curvature. We also show that the dimensional
reduction of the Lovelock-Born-Infeld action in four dimensions leads to the Euler-
Chern-Simons action in three dimensions. An additional hypothesis, concerning the
dependence of the vielbein on the coordinate that it is being compactified, is needed
in higher dimensions.
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Capitulo 1

Introduccion

Dos interacciones fundamentales —gravitacion y electromagnetismo— eran todo
cuanto se conocia a comienzos del siglo XX. Ambas tienen una historia conocida; el
estudio de la interaccion gravitacional se remonta a Galileo y Newton, siendo este
ultimo quien concibié una teoria matematica que perdurdé mas de dos siglos y atn
es referente obligado para todos quienes se aproximan al estudio de la fisica. Por su
lado, el entendimiento de las interacciones electromagnéticas avanzé de la mano de
Faraday y Maxwell, entre otros. En este caso fue Maxwell quien proveyo de un marco
teodrico unificado con el cual podian explicarse los fenémenos eléctricos y magnéticos.
Menos conocida es la historia de H. Weyl [21], quien en 1918 propuso una unificaciéon
geométrica de la Teoria General de la Relatividad de Einstein y la Electrodinamica
de Maxwell. Aunque la teoria de Weyl no prosperd en su forma original, si tuvo el
enorme mérito de introducir la idea de invariancia de gauge como un principio de
simetria del cual podia deducirse la teoria electromagnética.

Cuatro interacciones fundamentales son actualmente reconocidas por la comuni-
dad cientifica. A las ya mencionadas interacciones gravitacional y electromagnética
se han agregado las asi llamadas interacciones débil y fuerte. Estas se hallan muy
separadas de nuestra experiencia cotidiana, ya que son importantes sélo en el domi-
nio subatéomico. Tanto la electrodinamica como las interacciones débil y fuerte son
actualmente entendidas como teorias de gauge en el sentido originalmente dado por
Weyl. Mas ain, todas ellas han sido cuantizadas exitésamente. Esto significa que a
partir de la teoria clésica original es posible construir una teoria cuantica asocia-
da que permite calcular correcciones a las predicciones clasicas. Estas predicciones
pueden ser hechas finitas —en lenguaje técnico, las teorias son renormalizables—,
y numerosos experimentos han confirmado su exactitud, en ocasiones con grados
asombrosos de precision. Nada de esto es valido para la gravitacion. La version
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cuantica de la teoria general de la relatividad conduce a infinitos que no pueden ser
tratados perturbativamente, aun cuando la teoria podria ser finita fuera del alcance
del andlisis perturbativo. Esta crucial diferencia resulta particularmente sorprenden-
te cuando notamos que la relatividad general estd construida sobre el principio de
invariancia bajo transformaciones generales de coordenadas, el cual es una simetria
similar a la simetria de gauge. Sin embargo, en el andlisis final notamos que el campo
fundamental de la relatividad general, la métrica del espacio-tiempo, no puede ser
interpretado como una conexién en un fiber bundle, dado que es un campo que vive
en la variedad base. Estas consideraciones pueden parecer excesivamente técnicas
para ser fundamentales, pero lo cierto es que la demostracion de la renormalizabi-
lidad de las teorias de gauge descansa en gran medida en esta clase de propiedades
[29].

En el formalismo de primer orden, el vielbein y la conexién son considerados
como campos independientes. El primero describe las caracteristicas métricas del
espacio-tiempo, en tanto que el segundo da cuenta de sus propiedades afines. Estos
campos pueden ser interpretados como componentes de una conexién para el grupo
de Poincaré o los grupos de de Sitter y anti-de Sitter. En este contexto, la formulacion
de la Relatividad General como una teoria de gauge falla debido a que la accién de
Einstein-Hilbert no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré (o boosts de
(A)dS, segin corresponda).

En afos recientes, la teoria de cuerdas [22] se ha perfilado como candidata a una
teoria unificada para las cuatro interacciones fundamentales. Por otro lado, la teoria
de Supergravedad [8] intenta dar una versién cuédntica de la relatividad general,
usando el concepto de supersimetria. A pesar de los distintos enfoques utilizados,
todas estas teorias comparten la caracteristica de estar formuladas en alguna di-
mension espacio-temporal superior a cuatro, como diez u once. Asi, la posibilidad
de que el espacio-tiempo tenga una dimensionalidad mas alta ha pasado a consti-
tuir una hipdtesis usual en la fisica de altas energias. Por supuesto, cualquier teoria
formulada en una dimension superior debe ser capaz de reproducir la fenomenologia
cuadridimensional que observamos; esto es llevado a cabo por medio de un proceso
de reduccion dimensional.

En esta tesis tratamos una teoria para la gravitacion en d dimensiones utilizando
una generalizacion del lagrangeano de Einstein-Hilbert debida a D. Lovelock [16] (ver
también [6]). En cualquier nimero de dimensiones, el lagrangeano de Lovelock es
un polinomio local del vielbein y la curvatura, el cual es invariante bajo rotaciones
locales de Lorentz en el espacio tangente. En dimensiones impares existe una eleccion
de los coeficientes del polinomio tal que el lagrangeano adquiere invariancia (médulo
una derivada total) bajo el grupo completo de (A)dS, y no sélo bajo rotaciones.



En estos casos, la teoria puede ser verdaderamente interpretada como una teoria
de gauge. Una eleccién analoga de coeficientes en dimensiones pares produce, sin
embargo, un lagrangeano que conserva sélo la invariancia bajo transformaciones de
Lorentz. Uno de los principales propdsitos de esta tesis es mostrar como, mediante
la utilizacién de un formalismo apropiado, es posible escribir una accién para la
gravitacién invariante bajo transformaciones locales del grupo de (A)dS, sin que
sea necesario adoptar un conjunto especifico de coeficientes en el lagrangeano de
Lovelock.

La tesis esta organizada como sigue. En el capitulo 2, se introducen brevemen-
te las herramientas matematicas del célculo tensorial y formas diferenciales. En el
capitulo 3 revisamos la Teoria General de la Relatividad de Einstein. Esto es llevado
a cabo primero en el formalismo tensorial usual y luego a partir del punto de vista
de Cartan, utilizando como campos fundamentales formas diferenciales definidas en
el espacio tangente. El capitulo 4 estd dedicado a presentar los fundamentos de las
teorias de gauge, asi como la utilizacion del grupo de Poincaré como grupo de gauge.
Este capitulo se beneficia enormemente de la utilizacion de formas diferenciales; en
particular, la conexion para el grupo de gauge es una 1-forma valuada en el algebra
de Lie del grupo. En el capitulo 5 exploramos en detalle las generalizaciones de la
accion de Einstein-Hilbert para dimensiones superiores a cuatro. Analizamos sepa-
radamente los casos de dimensiones pares e impares. El capitulo 6 esta dedicado a la
construccién de una accién para gravitacién en d dimensiones invariante bajo trans-
formaciones locales del grupo de Poincaré. El capitulo 7 contiene la generalizacién
al grupo de (anti-)de Sitter; la construccién estd basada en la teorfa de realizaciones
no lineales de grupos de Lie [4, 7, 24, 28]. Deducimos las ecuaciones de movimiento
para la teoria y calculamos las cargas conservadas asociadas a las distintas inva-
riancias de la acciéon. En el capitulo 8 estudiamos la reducciéon dimensional de la
accion de Lovelock-Born-Infeld realizada no linealmente desde una dimensién par
arbitraria a la dimensién impar inmediatamente inferior. Esta reduccién es llevada a
cabo utilizando tres métodos distintos [13, 14]. Estos constituyen un caso particular
de reduccién de Kaluza-Klein en el cual los campos escalar y vectorial que surgen en
la reduccion son puestos iguales a cero. Todo el proceso es ilustrado primero en el
caso de cuatro a tres dimensiones. Los apéndices contienen la notacién y las conven-
ciones, ademas de detalles acerca de los calculos involucrados en la tesis. También
se presentan una introduccién al grupo de (anti-) de Sitter y una deduccién del
Teorema de Noether, el cual es utilizado para el cdlculo de las cargas conservadas.
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Capitulo 2

Variedades y Campos Tensoriales

“No entre aqui quien no sepa geometria.”
(Platén, 427 a.C. - 347 a.C.)

En este capitulo revisamos algunos de los preliminares matematicos necesarios
para los desarrollos posteriores. Las referencias relevantes son el libro de M. Nakahara
[20] y el articulo de Eguchi, Gilkey y Hanson [10]. Una introduccién practica a los
tensores y las formas diferenciales puede ser encontrada en el libro de S. Carroll, ref.

5].

2.1. Variedades

Una variedad es el concepto matematico preciso para la idea intuitiva de una
“superficie suave”. Ejemplos de variedades incluyen la 2-esfera S2, el toro T2 y
el espacio de parametros de cualquier grupo de Lie. En general, una variedad
diferenciable M es un espacio topoldgico que es localmente homeomérfico! a R”
[20], aun cuando puedan diferir globalmente. Este homeomorfismo local permite
asignar coordenadas a los puntos de M. Cuando M no es globalmente homeomérfica
a R"™, puede ser necesario introducir varios sistemas coordenados. Es de este modo
posible que un punto en M tenga varias coordenadas. Requerimos que la transicién
de una coordenada a la otra sea suave. Este requerimiento permite desarrollar el
calculo usual en una variedad. Es de crucial importancia notar que la eleccion de

! Definicién [20]: Sean X; y X» espacios topolégicos. Un mapeo f : X; — X3 es un homeo-
morfismo si es continuo y tiene un inverso f~!: Xy — X; que también es continuo. Si existe un
homeomorfismo entre X7 y X5, se dice que X7 es homeomérfico a X5 y viceversa.
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las coordenadas es completamente arbitraria, aparte de los requerimientos bésicos
de continuidad y diferenciabilidad. Esto se corresponde muy bien con los principios
de la Teoria General de la Relatividad, como veremos mas adelante.

2.2. El Espacio Tangente

Consideremos un punto P en una variedad diferenciable M, y el conjunto de
todas las curvas en M que pasan por este punto. Cada una de ellas puede ser escrita
como z# = z# (X), en donde {x*} es un sistema coordenado local y A es el pardmetro
de la curva. Este parametro serd usado para etiquetar las curvas; asi, z# = x* (\)
y x# = x# (1) representan dos curvas a través de P. Los operadores de derivacién
a lo largo de estas curvas, d/d\, d/dr, etc., calculados en el punto P en cuestién,
forman un espacio vectorial®. Esto es, si A\, 7 y u etiquetan tres curvas que pasan
por P, entonces los siguientes axiomas [20] son satisfechos:

1. d/d\+ d/dr = d/dr + d/d\.
2. (d/d\+d/dr)+d/dp = d/d\+ (d/dT + d/du).

3. La curva z# = z# (1) = a# (P) satisface d/d\ + d/dt = d/d), para toda curva
at =k (N).

4. Para cualquier curva de parametro A\ existe otra de parametro —A\ tal que
d/d\+d/d(—=X\) = 0.

5. a(d/d\+d/dr) = ad/d\ + ad/dr.
6. (a-+b)d/d\ = ad/d\ + bd/d\.
7. (ab)d/d\ = a (bd/d)).

8. 1(d/d\) = d/d\.

Aqui a y b son dos numeros reales cualesquiera.

Una clase particular de derivada direccional ocurre para aquellas curvas en que
solo una de las funciones coordenadas es variable, y todas las dem&s se mantie-
nen constantes. En este caso podemos utilizar esta tinica coordenada variable co-
mo parametro de la curva, y escribir el operador de derivada direccional como

2Estos operadores de derivacién actian sobre funciones f : M — R definidas en la variedad M.
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0, = 0/0z*. Este operador no es mas que la usual derivada parcial del célculo
en varias variables. Para una curva genérica x# = x# (\), la regla de la cadena nos
permite escribir

d  dazt

dx - dx "
Esto significa que el conjunto de las derivadas parciales {9,} en un punto P de la
variedad constituye una base para el espacio vectorial formado por todas las deriva-
das direccionales en ese punto. Si d/d\ es un vector cualquiera en este espacio, la ec.
(2.1) nos dice que sus componentes en la base coordenada {0,,} son dz*/d\. Adi-
cionalmente, vemos que la dimensién de este espacio vectorial, llamado el espacio
tangente en el punto P, es igual a la dimensiéon de la variedad M.

Un vector es un objeto geométrico independiente de las coordenadas; sin em-
bargo, los vectores de la base coordenada {0,} han sido inducidos por el sistema
coordenado que hemos escogido. Por lo tanto, si cambiamos de {2/} a un sistema
coordenado {z"*}, deberemos llamar base coordenada a las derivadas 9, = 9/dz"".
Un vector A puede ser escrito de este modo en cualquiera de estas bases como

(2.1)

A= A9, = A%, (2.2)

" m / : 3
en donde A* y A" son sus componentes en las bases {0,,} y { 8H}, respectivamente®.
La conexién entre ambas bases proviene de la regla de la cadena del calculo en varias
variables*:

g  0xv 0
ox'n — dx'm Oz’
Las matrices (0z'/0x") forman una representacion del grupo de transforma-
ciones generales de coordenadas. Usando (2.3) en (2.2) encontramos que las
componentes A" y A" estan relacionadas mediante

(2.3)

ox'*
AP = AY. 2.4
oxV (2:4)

Vemos asi que, mientras las componentes del vector transforman de acuerdo a la ma-
triz (0x'*/0x"), los vectores de la base transforman con la matriz inversa (dz”/0z'"),
de modo de asegurar la invariancia del vector A.

3Notemos que usamos superindices para las componentes de un vector, en oposicién a lo que
ocurria con las bases. La convencién de sumar sobre indices repetidos se aplica sélo para indices
en posiciones opuestas, como aqui.

4A menos que se indique explicitamente lo contrario, todas las derivadas deben ser calculadas
en el punto P en cuestion.
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2.3. Tensores y Formas Diferenciales

Una vez que tenemos un espacio vectorial, siempre es posible construir otro
espacio vectorial, llamado el Espacio Vectorial Dual. Si denotamos por Tp al
espacio tangente (consistente de todos los vectores tangentes en el punto P), entonces
su dual serd denotado por 7} y llamado Espacio Cotangente. El espacio dual es el
espacio de todos los mapeos lineales desde el espacio vectorial original a los niimeros
reales; esto es, si w € T es un vector dual, su accién sobre la combinacion lineal de
dos vectores V' y W satisface

w(aV +bW)=aw (V) +bw (W), (2.5)

en donde a y b son dos niimeros reales cualesquiera. Esta es la propiedad de linealidad
del mapeo w. Dos mapeos lineales w y 1 pueden sumarse y multiplicarse por escalares
en forma lineal; asi, aw + by es también un mapeo lineal desde el espacio vectorial
original a los nimeros reales en el sentido que

(aw+bn) (V) =aw (V) +bn (V). (2.6)

Esta propiedad hace que estos mapeos satisfagan por si mismos los axiomas de un
espacio vectorial. De este modo, el espacio cotangente es el conjunto de todos los
mapeos lineales w de la forma

w:Tp — R, conw(aV+bW)=aw(V)+bw(W). (2.7)

Los vectores duales del espacio cotangente son también llamados 1-formas; la
razon para esta terminologia serd comprendida un poco més adelante. El primer
ejemplo de una 1-forma es el gradiente de una funciéon f, denotado por df. Este se
define a partir de su accién sobre un vector tangente d/d\ en la forma

y(L)-4 o

En palabras, cuando la 1-forma df actia sobre el vector tangente d/d\ el resultado
es un numero real que corresponde a la derivada direccional de f en la direccion dada
por d/d\. Asi como pudimos encontrar una base natural (la base coordenada) para el
espacio tangente, también es posible encontrar una base igualmente natural para el
espacio de 1-formas. Las funciones de punto mas simples en las que podemos pensar
son aquellas que nos entregan el valor de las coordenadas del punto P; es decir, las
funciones coordenadas mismas. Los gradientes de estas funciones coordenadas sirven
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como una base para el espacio de las 1-formas en P; esto es, si w es una 1-forma,
entonces podemos escribir
— p
w = w,dz". (2.9)

Mas atin, la base {dz*} es dual a la base coordenada {0, } en el sentido que la accién
de la 1-forma dx* sobre el vector 0, esta dada por

0 Ox*
" = = oh. 2.1
d (@x”) oxV % (2.10)

La regla para la transformacién de los elementos de la base {dz*} bajo el grupo de
transformaciones generales de coordenadas es obtenida a partir de la expresion para
el diferencial de una funcién, en este caso z'* = 2 (z):

ox'*
oxv

En perfecta analogia con el caso vectorial, las componentes w, de una 1-forma w
transforman con la matriz inversa,

dz'" =

dx”. (2.11)

,  oz¥

= G

(2.12)
de modo de garantizar la invariancia de la 1-forma w = w,dz" bajo transformaciones
generales de coordenadas.

Una generalizacion inmediata de las ideas de vector tangente y 1-forma es la
nocién de un tensor. Del mismo modo en que una 1-forma es un mapeo lineal desde
Tp a los numeros reales, un tensor de tipo (m,n) es un mapeo multilineal de la
forma

T:Tpx--xTpxTpx---xTp =R, (2.13)

"~ v
m n

donde x denota producto cartesiano, de modo que, por ejemplo, Tr X Tp es el
espacio de pares ordenados de vectores. La multilinealidad significa que el tensor
actia linealmente sobre cada uno de sus argumentos. Por ejemplo, para un tensor
de tipo (1,1) tenemos

T (aw +bn,cV +dW) = acl (w, V) +adT (w, W)+bcT (n,V)+bdT (n, W), (2.14)

donde w y 1 son dos 1-formas, V' y W dos vectores y a, b, ¢ y d son cuatro niimeros
reales cualesquiera. En este contexto, un escalar es un tensor de tipo (0, 0), un vector
es un tensor de tipo (1,0) y una 1-forma es un tensor de tipo (0, 1).



10 CAPITULO 2. VARIEDADES Y CAMPOS TENSORIALES

El espacio de todos los tensores de tipo (m,n) definidos en un punto P de la
variedad forma un espacio vectorial. Para construir una base para este espacio,
necesitamos definir el producto tensorial entre dos tensores, denotado con ®. Si S
es un tensor de tipo (k,¢) y T es un tensor de tipo (m,n), entonces el producto
tensorial S®T es un tensor de tipo (k + m, ¢ + n) determinado por su accién sobre
un conjunto de (k + m) 1-formas y (¢ + n) vectores en la forma

(S®T) (wlv'"7wkaw/€+17"‘awk+m7‘/17'"7%7%—&-17“‘7%4—71)
:S(C()l,...’Wk,‘/l,...’w>T(Wk-+1,...,Wk+m,W+1’...,%+n). (215)

De acuerdo con esta definicién, cada tensor actia sobre sus propios argumentos y
los resultados se multiplican (son dos numeros reales). Notemos también que, en
general, ST #T ® S.

Equipados con ambas bases coordenadas {dz*} y {0, }, més el producto tensorial
que hemos definido, podemos escribir un tensor de tipo (m, n) como una combinacién
lineal del producto directo de estas bases en la forma

T=1Tmbr L de" @ ®de™ ® 0, @ ® 0y, (2.16)

vy

Las componentes de este tensor transforman tal como la ubicacién de los indices nos
permite predecir:

i1 Tt o1 On
THL e Hm — I - dx Oz - Oz TP Pm (2 17)
Vi / / 010n " :
Oz OxPm Qx™r ox'vn

2.4. Breve Introduccion a las Formas Diferencia-
les

El producto exterior de dos 1-formas w y n se define como
WAN=w®n—nQuw, (2.18)

y es llamado una 2-forma. Si w = w,dz" y n = n,dx", entonces

1
wA N =w,n, (dz" @ dz” — dz¥ ® dat) = 3 (Wuny — wymy) dz* A da”. (2.19)

Este pequeno célculo nos muestra que los productos exteriores {dx*Adx”, con u < v}
forman una base para el espacio vectorial de las 2-formas en el punto P. En general,
una p-forma o forma diferencial de grado p se escribe como

1
a = =0y, ., dr" AN d2t?, (2.20)

p!
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donde el producto exterior de p 1-formas estd definido como el producto tensorial
totalmente antisimetrizado

dz" AL N datr =08 A @ L@ datr. (2.21)

v1-Up

Aqui 6,7 es la delta de Kronecker generalizada (ver Apéndice B). Resulta claro

que, sin pérdida de generalidad, podemos considerar los coeficientes a,,...,,, en (2.20)
como totalmente antisimétricos; esto es, q, ..., = Qu,..u,)- Bl espacio de todas las
p-formas en un punto P de una variedad constituye un espacio vectorial, denotado
por AP. Si la dimension de la variedad es n, entonces la dimensién de AP es

dim (A?) = (") o (2.22)
p) p(n—p)
No existen p-formas para p > n; debido a la antisimetria, todas sus componentes
serian cero.
El producto exterior para formas diferenciales de grado arbitrario es obtenido en
forma asociativa a partir del producto para 1-formas. Si P es una p-forma y @) es
una ¢-forma, entonces su producto satisface

PAQ=(-1)"QAP, (2.23)

de modo que el producto exterior de dos formas de grado impar es antisimétrico,
mientras que todos los demas productos exteriores son simétricos.
La derivada de una p-forma a es una (p + 1)-forma, denotada por do, con com-

ponentes
doy = 190y,
~pl Oz

Esta derivada, llamada derivada exterior, satisface una regla de Leibniz apropia-
damente corregida con un signo para el caso de formas de grado impar. Si P es una
p-forma y () es una g-forma, entonces la derivada exterior de su producto satisface

d(PANQ)=dPAQ+ (1)’ P ANdQ. (2.25)

dx” Ndx! NN datr. (2.24)

La importancia de la derivada exterior radica en el hecho que es también un objeto
geométrico independiente de las coordenadas, al igual que la p-forma «. Esto significa
que las componentes de la (p 4+ 1)-forma da transforman covariantemente bajo el
grupo de transformaciones generales de coordenadas.

Una propiedad crucial de la derivada exterior es que, para cualquier forma dife-
rencial «,

d (do) =0, (2.26)
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lo cual es a menudo escrito simbdlicamente como d?> = 0. Esta identidad es una
consecuencia de la definicién de la derivada exterior, mas el hecho que las derivadas
parciales siempre conmutan, 9,0, — 9,0, = 0.

A modo de ejemplo, analicemos los campos de formas diferenciales existentes en
el espacio euclideano tridimensional. Como hemos visto, en tres dimensiones sélo
existen 0, 1, 2 y 3-formas. Estas pueden escribirse como

La accion del operador de derivacién exterior d sobre cada una de estas formas
diferenciales produce

(i) dwo = (0f/0x) dx + (8f /9y) dy + (0f /0z) dz,

(ii) dwy = (Owy/0x — 0w, /0y) dz A dy + (0w, /dy — Ow, /0z) dy N dz+
+ (0w, [0z — Ow, /0z) dy N dz,

(ili) dwe = (Owy,/0x + 0w,y /0y + Owyy/0z) dz N dy A dz,
(IV) dwg = 0.

Identificamos aqui la acciéon de d sobre wy con el gradiente, sobre w; con el
rotacional, y sobre wo con la divergencia. Vemos asi que el formalismo de las formas
diferenciales y la derivacién exterior reproducen de manera natural los operadores
diferenciales usuales del cdlculo vectorial en R3.

2.5. La derivada de Lie

Sea VU (z) un campo tensorial de grado arbitrario (suprimimos temporalmente
los indices). Bajo una transformacién infinitesimal de coordenadas x# — z'* =
at + &M (), la funcién W (z) cambiard en general a [23]

U (') = W (x) + 6 (z) + 40,V (z), (2.27)
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donde
oV (z) =¥ (z) — ¥ (x) (2.28)

es el cambio funcional de ¥. En esta seccién estaremos interesados en escribir
una férmula general para el cambio funcional de una forma diferencial de grado
arbitrario.

Una funcién escalar ¢ (forma diferencial de grado 0) es definida a partir del
requerimiento

¢ (@) = ¢ (x). (2.20)

De (2.27) vemos que esta definicién es equivalente a decir que el cambio funcional
en ¢ bajo z# — a'* = x# + ¢ () puede escribirse en la forma

56 (x) = —£"9,0 (x) (2.30)

Una 1-forma A = A,dz" puede también ser definida a partir de la ley de trans-
formacién de sus componentes, ec. (2.12). Para una transformacién infinitesimal
at — gt = gt 4+ EF (x), esta ecuacién toma la forma

AL (@) = A, (2) = Ay (2) 9,6 (a). (2.31)

Comparando con (2.27), vemos que el cambio funcional inducido en A, (x) por esta
transformacion es

§A, = —E0hA, — A,0,8™. (2.32)

La ec. (2.32) puede ser reescrita (usando la regla de Leibniz) como
§A, = —0, (£*4)) — & (WA, — 0,A)) . (2.33)

Esta ecuacion marcard la pauta de la forma general de da para una p-forma a.
Notemos que ella involucra la derivada exterior del producto é*A,, asi como la
contraccion de & con la 2-forma dA =  (O\A,, — 0, A)) da* A dat.

Definimos el operador de contraccién® Iz a partir de su accién sobre una

p-forma o
1
= =g, d? N A dt (2.34)
P!

por

Iea = Moy, dat® N N dat (2.35)

1
(p—1)!

®También conocido como producto interior y denotado por &].
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Notemos que I¢ disminuye en una unidad el grado de una forma diferencial. Este
operador de contraccién satisface la regla de Leibniz: si P es una p-forma y @) es
una ¢-forma, entonces

I.(PNQ)=IPANQ+ (—1)" PANIQ. (2.36)

Al igual que la derivada exterior, el operador de contraccién es nilpotente: Iz = 0.
La derivada de Lie £ a lo largo de un campo vectorial £ de una forma diferencial
de grado arbitrario es definida como el anticonmutador de la derivada exterior y el

operador de contraccion:

Esta derivada no cambia el grado de una forma diferencial, y satisface (como toda
buena derivada) la regla de Leibniz:

Le(PANQ)=£PANQ+ P A £:Q. (2.38)

Su definicién permite escribir el cambio funcional en una p-forma « bajo la trans-
formacion infinitesimal z# — /¥ = z* 4 £# (x) simplemente como

da = —Lea. (2.39)

Esta expresién ha sido verificada para una 1-forma A = A,dz" y para un campo
escalar (0-forma) ¢ (en este caso, I¢¢ = 0); del mismo modo es posible comprobar
su validez para formas diferenciales de rango arbitrario.



Capitulo 3

Relatividad General

“There’s a rumor that only three people in the entire world understand
FEinstein’s theory”, he said, “and you must be one of them.” Eddington
looked at him in silence for several seconds. “Don’t be modest, Edding-
ton”, the man said. Eddington shrugged. “Not at all”, said Eddington,
“I was wondering who the third might be.”

3.1. Relatividad General en el formalismo de Eins-
tein

La Teoria General de la Relatividad explica los fenémenos gravitaciona-
les como una manifestacién de la curvatura del espacio-tiempo. En su formulacién
original, dada por Einstein en 1915, ella hace uso del aparato matematico de la
geometria de Riemann. En esta geometria, el objeto principal es el tensor métrico,
del cual todas las propiedades geométricas del espacio son deducibles.

El principio fisico clave tras la Teoria General de la Relatividad es el Principio
de Equivalencia. Para enunciar este principio necesitamos primero definir qué enten-
demos por un marco de referencia lorentziano. Este no es mas que la generalizaciéon
relativista del marco de referencia inercial newtoniano. Asi, un marco de refe-
rencia lorentziano [19] es aquel en el que la velocidad de la luz toma su valor
estandar, y los rayos de luz, al igual que las lineas de mundo de las particulas de
prueba, son rectos. El Principio de Equivalencia afirma que, en cada punto del
espacio-tiempo, es siempre posible introducir un marco de referencia lorentziano lo-
cal tal que en €l las leyes de la fisica toman la misma forma que en Relatividad
Especial. Fue este principio el que motivo a Einstein a utilizar una variedad diferen-

15
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ciable como arena. Una variedad diferenciable es, en pocas palabras, un espacio
topoldgico que es localmente homeomérfico a R™. La similitud entre ambas concep-
ciones es clara; la variedad diferenciable del espacio-tiempo puede ser muy compleja,
pero localmente es mapeable al espacio-tiempo plano de Minkowski. El homeomor-
fismo local nos permite introducir coordenadas en una vecindad de un punto; éstas
no son mas que un mapeo entre una vecindad abierta de la variedad y una vecindad
abierta de R™. Es claro que este mapeo es en gran medida arbitrario, salvo por los
requerimientos de continuidad y diferenciabilidad; luego, existen infinitas maneras
posibles de introducir coordenadas en una vecindad de un punto de la variedad. Por
supuesto, ninguna cantidad fisicamente relevante puede enterarse de algiin cambio
realizado en las coordenadas de la vecindad. Esto significa que todas las cantidades
con sentido fisico deben ser invariantes bajo el grupo de transformaciones generales
de coordenadas. Por lo tanto, nuestra descripcién de la variedad debe usar objetos
geométricos como vectores, tensores y formas diferenciales, los cuales son indepen-
dientes de las coordenadas escogidas.

En la geometria de Riemann, las propiedades métricas del espacio estan conteni-
das en el tensor métrico' g,,: éste provee de un medio para calcular el producto
punto entre dos vectores A y B, denotado por A - B. Las componentes coorde-
nadas de este tensor corresponden al producto punto entre los vectores de la base
coordenada:

Guv = au : ay- (31)

Su conocimiento permite el calculo del producto punto entre dos vectores cuales-
quiera a través de A- B = A*BY (0, - 0,) = A*B"g,,. Un producto punto induce
naturalmente una norma en el espacio, lo cual justifica el nombre de “métrica”
dado a este tensor.

Las propiedades métricas del espacio nos hablan acerca de longitudes, areas,
volimenes, etc. En cambio, propiedades invariantes de escala tales como formas y
angulos corresponden a la estructura afin del espacio [32]. Estas se hallan contenidas
en la conexion afin Ff;,/, la cual nos permite trasladar un vector paralelamente a
lo largo de una curva. Esta traslacion paralela, a su vez, nos permite definir una
derivada covariante D, en la variedad. Para tener una derivada necesitamos un mo-
do para comparar vectores en puntos cercanos de la variedad. Sin embargo, esto
no puede ser hecho directamente, dado que vectores en puntos distintos pertenecen
a espacios tangentes distintos. Esto puede ser visto més claramente notando que

I Estrictamente hablando, guv son las componentes del tensor métrico g en la base coordenada
{0,}. Sin embargo, seguiremos refiriéndonos, en forma un tanto inexacta, a g,, como el tensor
métrico para evitar confusiones con g = det (g,.,).
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VMX+AX X) o VA + dx)
VA(X)

X  X+dx

Figura 3.1: Representacion Esquematica del Transporte Paralelo.

la matriz (0z/0z"), que media el cambio en las componentes de un vector ba-
jo una transformacion general de coordenadas, es una funcién de punto. Asi, dos
vectores V# (z) y V# (z + dz) transforman con matrices distintas, y su contraccién
no forma un escalar (en el sentido de que no es invariante bajo transformaciones
generales de coordenadas). La conexién afin nos permite trasladar paralelamente el
vector V# (z + dx) en x + dx hasta x, donde es posible compararlo con V# (x). Esta
traslacion es prescrita segun la ley

VH’\ (z 4 dw;z) = V(@ + da) + da'T), V" (). (3.2)

Asi, el vector trasladado paralelamente desde x + dx hasta x, que denotamos por
VH’\ (x + dz;x), es obtenido a partir de la accién de la “matriz” d:c“l“;)l, sobre el
vector en x, V¥ (x). Es importante notar que la conexién afin define la nocién de
transporte paralelo en una variedad; dos conexiones afines distintas definiran, en
general, nociones de transporte paralelo distintas.

La derivada covariante de VV* con respecto a la conexién I’
D,V*, queda definida a través de la ecuacién

dz" D,V = VM (@ + da; ) — VA (2)
=V (z +dx) + da#T, V¥ (z) = V* (2),
= da" [0,V () + T,V (2)] ,

A

.v» denotada por

esto es,
DV =9,V +T,,V". (3.3)
Para que esta derivada transforme tensorialmente bajo el grupo de transformaciones
generales de coordenadas, es necesario exigir que la conexion afin Fi‘w cambie de
acuerdo a
N o o
e Qxy Qa'm Qv P7 Qa'm Q' QxPdx”

(3.4)
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Como vemos, las componentes de la conexion afin transforman de modo no tensorial
(o inhomogéneo) bajo el grupo de transformaciones generales de coordenadas; su
ley de transformacion es tal, no obstante, que asegura que la combinacién (3.3)
transforme covariantemente.

En general, una variedad admite un gran nimero de conexiones que satisfagan
(3.4). En la geometria de Riemann, sin embargo, y por lo tanto también en Relativi-
dad General, una de entre todas estas es singularizada a partir de los requerimientos

I, =T, (3.5)

D,gpe = 0.
La primera de estas ecuaciones expresa la anulacion del tensor de torsion

A A A
1, =1, =T, (3.7)

14
que (ii) la diferencia entre dos conexiones transforma como un tensor de tipo (1,2).

Luego, (3.7) define a un honesto tensor (1,2). El segundo requerimiento es conocido
como compatibilidad métrica, y expresa la preservacion del producto interno entre
dos vectores bajo transporte paralelo. Esto quiere decir que la magnitud de un vector
es preservada al ser transportado paralelamente, asi como también el angulo entre
dos vectores. La conexién que cumple con estos requerimientos es conocida como
conexion de Christoffel, y puede ser escrita en términos del tensor métrico y sus
derivadas en la forma

Notemos que (i) si Ffw transforma como conexion, lo mismo es vélido para F’\M, y

1
Fi‘w - 59)\0 (Oulvo + 0vgou — OsGu) - (3.8)

En general, la conexion es el objeto matematico que nos permite cuantificar la
curvatura de una variedad. Una de las manifestaciones de la curvatura viene dada
por la no conmutatividad de las derivadas covariantes D). La medida de la falta de
conmutatividad de dos derivadas covariantes D, y D, es dada por su conmutador
D,,D,| = D,D,—D,D,. Usando la definicién (3.3) podemos calcular la accién del
conmutador de dos derivadas covariantes sobre un vector V*. Esta resulta ser

[D,, D)V =R, V7 =T, ,D\V, (3.9)

ouy

donde Ti‘w es el tensor de torsién (el cual se anula para la conexién de Christoffel),

y Rf,,, es conocido como el tensor de curvatura de Riemann:

R, =00, — 0,10, + FgAr,ia — FﬁAFfw. (3.10)

ouv
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El tensor de Riemann mide la parte del conmutador entre dos derivadas covariantes
que es proporcional al campo vectorial mismo, mientras que el tensor de torsion
mide aquella parte que es proporcional a la derivada covariante del campo vectorial;
la segunda derivada no aparece en ningin lado. Notemos que no necesitamos de
la métrica para definir el tensor de Riemann; éste es funcién exclusivamente de la
conexion y sus derivadas parciales (las derivadas covariantes de la conexién no estan
definidas: ella no es un tensor!).

El tensor de Riemann contiene toda la informacién acerca de la curvatura de la
variedad. Informacién mas resumida puede encontrarse en sus contracciones; esen-
cialmente la tnica que puede ser hecha? es

R, =R’

wpv?

(3.11)

ecuacion que define al tensor de Ricci. La traza del tensor de Ricci entrega una
medida escalar de la curvatura, y es conocida como curvatura escalar de Ricci:

R=g¢"R,. (3.12)

Notemos que una variedad puede ser curva y no obstante el tensor de Ricci ser nulo;
en cambio, si alguna componente del tensor de Riemann es distinta de cero, esto
indica inequivocamente la presencia de curvatura.

A modo de ejemplo, consideremos una esfera de radio a, la cual parametrizamos
con los dngulos 6 v ¢ de las coordenadas esféricas. La métrica en este espacio es

ds* = a® (d6* + sin® 6dp?) . (3.13)
Las tinicas componentes no nulas de la conexion de Christoffel son
0 , cos 6
I, = —sinfcosb, Ig, =T0 = et

en tanto que una componente representativa del tensor de Riemann (todas las demés
pueden obtenerse a partir de ella por simetrias) es

0 a2
R o0 = SiN 0.
2La unicidad del tensor de Ricci proviene de las simetrias del tensor de curvatura de Riemann.
De su definicién como conmutador de dos derivadas covariantes, es evidente que Rf, ,, = —Rf,, .
Cuando la conexién de Christoffel es utilizada, tenemos las simetrias adicionales Ryo, = —Ropuv

Ryopv = Ruvpos ¥ Rojopw) = 0. Esto significa que el tensor de Riemann “métrico” (es decir, aquel
derivado de la conexién de Christoffel) puede ser visualizado como una matriz simétrica Ryq)[.],
donde los pares antisimétricos po y pv son considerados como indices individuales. Por lo tanto, la
Unica contraccién posible es entre el primer y el segundo par de indices, estando todas las demaés
relacionadas con ella por un signo.
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Esta componente no nula es un reflejo de la curvatura de la esfera. La curvatura
escalar de Ricci es R = 2/a®. Su signo corresponde a nuestra concepcién intuitiva
de que una esfera tiene curvatura “positiva”. Notemos también que, a medida que
a — 00, la curvatura escalar de Ricci se hace cada vez mas pequena. Esto también
se corresponde con nuestra nocion intuitiva de que una esfera de radio muy grande
se ve localmente casi plana: nuestro propio planeta es el mejor ejemplo!

De acuerdo a Einstein, la distribucion de materia y energia en el universo de-
terminan la geometria de éste. Citando a Misner, Thorne y Wheeler [19], podemos
decir que “el espacio actia sobre la materia, diciéndole como moverse. A su vez,
la materia reacciona sobre el espacio, diciéndole como curvarse.” Es decir que la
teoria de la gravitacion de Einstein es una teoria de la dindmica de la geometria, o
geometrodinamica.

Las ecuaciones de campo de Einstein nos proveen del vinculo cuantitativo entre
materia y geometria. Ellas pueden ser obtenidas a partir de un principio variacio-
nal, aunque no fue éste el método usado por Einstein mismo para deducirlas. En
noviembre de 1915, y en forma casi simultanea con el articulo definitivo de Einstein,
el matematico alemén David Hilbert propuso un funcional de acciéon que permite
deducir las ecuaciones de campo. Esta es la acciéon de Einstein-Hilbert

Sgﬂ = /d4x\/—gR, (3.14)

donde g = det (g,,,) < 0 es el determinante del tensor métrico. Si adoptamos el punto
de vista de Einstein, entonces la métrica es el inico campo fundamental y esta accion
resulta ser un funcional de la métrica y sus derivadas. Ademas, el lagrangeano Lg% =
R es un escalar, de modo que la accién es invariante bajo transformaciones generales
de coordenadas. De todos los escalares de curvatura (ejemplos: R, Rf, R", , R?°, R'
etc.) que pueden formarse en cuatro dimensiones, Hilbert escogié la curvatura escalar
de Ricci R, dado que es el tnico que provee de ecuaciones de segundo orden para
la métrica. El requerimiento de que esta accion sea estacionaria frente a pequenas
variaciones 6g,, en la métrica nos conduce a las ecuaciones de campo de Einstein
(en el vacio)
1
2
Hasta aqui hemos seguido la ruta de la Teoria General de la Relatividad, la cual
esta formulada, como hemos visto, usando tensores escritos en bases coordenadas
y la conexion de Christoffel. En el camino fue necesario poner el tensor de torsion
idénticamente igual a cero, lo cual fue hecho sin mas justificacion que la de poder
obtener una conexion afin en términos de la métrica. Esto equivale a reducir las

Ry — =Ry = 0. (3.15)
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caracteristicas afines de un espacio a propiedades puramente métricas. En general,
paralelismo y metricidad pueden ser considerados como nociones independientes. No
necesitamos medir dangulos ni distancias para definir el transporte paralelo [32]. Asi,
resulta interesante buscar una formulacion de la Teoria General de la Relatividad en
donde esta independencia sea tomada en cuenta. Este formalismo existe, y es cono-
cido como método de Palatini, en la formulacion tensorial, o formalismo de primer
orden, cuando trabajamos con formas diferenciales. En las secciones siguientes nos
aproximamos a este enfoque, el cual nos permite escribir no sélo Relatividad General
sino que toda una nueva clase de teorias que comparten sus mismos fundamentos
geométricos.

3.2. El Vielbein y el grupo de Lorentz

La base coordenada para el espacio tangente en un punto P esta disponible tan
pronto como tenemos un sistema coordenado local en este punto, de modo que resulta
muy natural recurrir a ella. Sin embargo, esta base no es, en general, ortogonal; méas
bien [cf. ec. (3.1)],

O+ Oy = Guus (3.16)

donde g,,,, son las componentes del tensor métrico en la base coordenada en el punto
P. Por otro lado, siempre es posible encontrar, en cada punto P de la variedad, una
base ortonormal {e,} que cumpla con

o€ = eley Yoo = Nab, (3.17)

donde 74, = diag (—1,+1,...,+1) es la métrica del espacio-tiempo plano de Min-
kowski. Es importante notar que esta base ortonormal es local; esto es, sus com-
ponentes e sobre la base coordenada son funciones de punto. Estas componentes
forman la matriz de cambio de base de {0,} a {e,}, en el sentido que e, = e}0,,.
Para que este cambio de base sea legitimo, debe ser posible escribir los vectores de
la base coordenada en términos de los e,. Esto significa que debe existir la matriz
inversa €,/ tal que 0, = €,/ €a, CON

eyjel =4y, ey €,y = 0y (3.18)
Para ser consistente con (3.17), esta matriz debe satisfacer la relacién

Tlab- (3.19)
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Un célculo directo muestra que esta matriz inversa es simplemente

ey Guus (3.20)

en el sentido que e, satisface las ecs. (3.18) y (3.19). Asi, podemos escribir la ec.
(3.19) como

sa _ ,a — ,ab
eﬂfeu_n

e“uebynab = G- (3.21)
Esta ecuacion lleva a uno a decir que los €, forman la “raiz cuadrada” del tensor
métrico g,,,. Como vemos, una vez conocidas las componentes de la matriz e, resulta
directo calcular la métrica del espacio-tiempo a través de (3.21). Esto significa que
estas componentes contienen toda la informacién existente en el tensor métrico, y
es por lo tanto posible recurrir a ellas para efectuar una descripcién alternativa de
la gravitacion.

En d dimensiones, la métrica tiene d (d + 1) /2 componentes independientes, en
tanto que €, tiene d?. La diferencia se explica por el hecho que, si bien g, queda
unfvocamente especificada [a través de (3.21)] una vez que conocemos e, la afir-
macion reciproca no es cierta. Es decir que, para un tensor métrico g, dado, existe
toda una clase de equivalencia de e9,’s que satisfacen (3.21). En efecto, notemos que
si reemplazamos €, por

e, — €, = Ne, (3.22)

en (3.21), obtenemos
€€ map = €%, (AN ) - (3.23)
La ec. (3.21) sigue siendo valida para €', si las matrices A9, satisfacen la condicién

AacAde/ab = Ned- (324)

Asti, decimos que la métrica del espacio-tiempo g,,,, es invariante bajo las “rotaciones”
(3.22) de la base ortonormal local e, si las matrices de rotacién A} satisfacen la
condicién (3.24).

Todas las matrices A de componentes A% que cumplen con (3.24) forman un
grupo, llamado el grupo de Lorentz. El grupo de Lorentz es el grupo de rotaciones
del espacio de Minkowski, y sus elementos son llamados transformaciones de Lo-
rentz. Para demostrar la propiedad de grupo [11], resulta mds conveniente escribir
(3.24) en forma matricial, definiendo AT como la matriz con elementos (AT)ba = A9,
Asi, (3.24) toma la forma

ATnA =, (3.25)

donde n es la matriz de elementos 7,,. Una transformacién de Lorentz es, en este
lenguaje, una matriz A que cumple con (3.25). Entonces:
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1. Si Ay y Ay son transformaciones de Lorentz, también lo es AjAs:

(MA2)" ) (A1As) = AT (ATnAL) Ag = AT, = 1.

2. El producto de transformaciones de Lorentz es asociativo: esto se sigue inme-
diatamente de la asociatividad del producto matricial.

3. La matriz identidad es una transformacién de Lorentz:

1"n1 =n.

4. Toda transformacién de Lorentz A tiene una inversa, la cual es también una
transformacién de Lorentz: tomando determinante a ambos lados de (3.25),
vemos que det (A) = +1 # 0, de modo que A es una matriz invertible. Deno-

tamos su inversa por A~! y multiplicamos por (A~!)" desde la izquierda y por
A~! desde la derecha:

(A A = (AT (ATpA) AT = (AA) T (AATY) = 1.

Estos argumentos concluyen nuestra demostracion de la propiedad de grupo de
las transformaciones de Lorentz. Notamos finalmente que, en d dimensiones, es po-
sible realizar d (d — 1) /2 rotaciones independientes. Este niimero corresponde preci-
samente a la diferencia entre el nimero de componentes del vielbein y de la métrica,
dando cuenta de los grados de libertad perdidos.

3.3. Torsion y Curvatura

La combinacién

e’ = e, dat (3.26)

recibe el nombre de 1-forma vielbein, del alemédn “muchas piernas”. En cuatro
dimensiones es perspicazmente llamado vierbein, lo cual corresponde a “cuatro pier-
nas”. Como hemos notado anteriormente, la transformacion de Lorentz

e — ¢ = A%l (3.27)

deja inalterada la métrica del espacio-tiempo g, = e““ebynab. Esta ecuacion expre-
sa una ley de transformacion que corresponde a un vector; por lo tanto, podemos
decir que el vielbein se comporta como un vector bajo transformaciones locales de
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Lorentz. Es importante en este punto subrayar el caracter local de las transforma-
ciones; en cada punto del espacio-tiempo es posible realizar la transformacién (3.27)
independientemente y mantener siempre la misma métrica g, .

. Qué otros tensores podemos construir a partir del vielbein? Si tomamos su de-
rivada exterior de?, ésta transforma bajo transformaciones locales de Lorentz como?®

de® — (de®) = dA%e® + N%de”. (3.28)

Aqui dA9 = dx*0, A es la derivada exterior de la 0-forma A9, la cual es una 1-forma.
Vemos de (3.28) que el cardcter local de las transformaciones de Lorentz A% destruye
la tensorialidad de la derivada exterior del vielbein, introduciendo el término no
homogéneo dA%e’ en la ley de transformacién de de?. Esto constituye ciertamente
un inconveniente, ya que esperamos que la derivada de un objeto cualquiera tenga
las mismas propiedades de transformacion que el objeto original. Podemos remediar
este problema introduciendo una “derivada covariante exterior” D, y exigiendo
que De® transforme covariantemente bajo transformaciones locales de Lorentz; esto
es,

De* — (De*) = A% De’. (3.29)

Con este requerimiento en mente, definimos
De” = de” + wie”, (3.30)

donde w9 es llamada la 1-forma conexién de spin, debido a que es también usada
para tomar derivadas covariantes de campos spinoriales. Determinaremos cual debe
ser la ley de transformacion para w9 de modo de cumplir con (3.29). Escribiendo

(De")' = (de®)' + w'ye”,
= dA%e® + A% deb + Wi AL e,

e igualando con (3.29), encontramos
dAS e + Ade® + WA e = A (de” + wlef)

o bien,
(WA, — A4’ + dA%) e = 0. (3.31)

3En lo sucesivo, a menudo omitimos el simbolo A usado para denotar producto exterior entre
formas diferenciales. La simple yuxtaposicién de dos formas diferenciales debe entenderse de aqui en
adelante como un producto exterior.
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Como esto debe ser valido para cualquier e*, hallamos finalmente
W' = AFA W — AFdAY, (3.32)

donde hemos usado la matriz inversa A para aislar w'}. Esta es la ley de trans-
formacién para la conexiéon. Notamos que el segundo término ASdA? la hace no
tensorial; esto no debe sorprendernos, ya que hemos requerido que la combinacién
De® = de® + wie’ sea tensorial, a pesar de estar construida a partir de elementos
no tensoriales. Esta derivada covariante puede ahora ser aplicada a cualquier vector
o tensor del espacio tangente, produciendo una forma diferencial de un grado supe-
rior con las mismas propiedades tensoriales que el objeto original. Asi, De® es una
2-forma que transforma como un vector bajo transformaciones locales de Lorentz.

Resulta legitimo preguntarse acerca de derivadas covariantes exteriores de orden
superior; a diferencia de lo que ocurria con la derivada exterior d, la derivada cova-
riante exterior no produce un resultado nulo cuando es aplicada en forma sucesiva.
Asi, tenemos que para el vielbein, por ejemplo,

DDe® = d(De®) + w®De = (dw® + w’w5) €, (3.33)

donde hemos utilizado (3.30) y d* = 0, ademds de la regla de Leibniz (2.25), la
cual sigue siendo valida para derivadas covariantes exteriores. El lado izquierdo de
(3.33) es manifiestamente tensorial; por lo tanto, el paréntesis del lado derecho debe
transformar como un tensor de tipo (1,1) bajo transformaciones locales de Lorentz.
Notemos que esta construido a partir de la 1-forma conexion, la cual es no tensorial;
sin embargo, esta combinacion particular resulta en un objeto con propiedades de
transformacién tensoriales. Llamando

T° = De?, (3.34)
9 = dwh + ww, (3.35)

podemos escribir (3.33) en la forma
DT* = R%e". (3.36)

Nada nos impide continuar tomando derivadas covariantes; usando la regla de Leib-
niz para D, vemos que el tnico tensor nuevo que aparece en DDT* es DR¢. Sin
embargo,

DR =dR + W\ R} —w,R% =0, (3.37)

usando (3.35). Luego, no es posible obtener ningiin tensor nuevo a partir de las
derivadas covariantes superiores del vielbein.
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Las 2-formas tensoriales 7% y RY definidas en (3.34) y (3.35) reciben los nombres
de Torsion y Curvatura, respectivamente. Como hemos visto, ellas satisfacen las
relaciones

DT* = Re’, (3.38)
DR =0, (3.39)
las cuales son conocidas como identidades de Bianchi.

Podemos justificar los nombres dados a T y R analizando sus componentes en
una base coordenada {0, }. Comenzamos notando que

a 1 a v
T = édea:“ A dx”, (3.40)
a 1 a 14
donde
T4, = 04, — 0,€, + w‘z#eby — w‘zyebu, (3.42)
b = O, — 0w, + We,wh, — Wl Wh, (3.43)

Para proyectar estas componentes “mixtas” sobre la base coordenada usamos la
matriz de cambio de base e/’ y su inversa €,. Esto nos conduce a

A _Aqga
TW—eaT

pv
A a Ab a A a A b a
= e, 0,€5, + e, e ,wh, — e, 0,6, — ey e Wi, (3.44)
P — ,pP,b pa
Ro',uu =€, eaR buv>
_ ,pub a a a ,c _ @ .
—eaeg(auwby QW +we,wsh, wcywbu). (3.45)

Quisiéramos ahora relacionar estas componentes con los tensores de torsién y cur-

vatura del célculo tensorial usual, los cuales estan dados por [cf. ecs. (3.7) y (3.10)]
A A A

T/J,V - FMV - Fl/p,’ (

R, =000, — 0,10, + PgArga — rgkr}w. (

6)

3.4
3.47)
Comparando (3.44) con (3.46) vemos que la identificacién

v

qu =e) (8ueal, + w%web ) (3.48)
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permite igualar el tensor de torsién proveniente del célculo tensorial usual con las
componentes sobre la base coordenada {d,} de la 2-forma T* = De®. Més atn,
si reemplazamos (3.48) en (3.47) encontramos (usando algo de clarividencia en el
camino) que el tensor de curvatura de Riemann se corresponde exactamente con
las componentes coordenadas de la 2-forma R} = dw9 + w?w. Parece entonces
que la identificacién (3.48) funciona notablemente bien. De hecho, ella tiene raices
profundas, pues proviene del requerimiento que un tensor sea un objeto geométrico
independiente de las coordenadas. Para visualizar esto, consideremos un vector X y
sus componentes en una base coordenada y en una base ortonormal local,

X = X", = X’,. (3.49)

La derivada covariante de este vector es un tensor DX. Sus componentes sobre una
base coordenada {dz" @ 0,} son

DX = (D,X")da" ® 0, = (0, X" + T\ X*) da* ® 0,. (3.50)
En una base “mixta” {dz* ® e,}, en cambio, este mismo tensor es escrito como
DX = (DX%) e = (dX* + w}X") eq = (0,X" + w},X") da" ® e,. (3.51)

Podemos convertir esta ultima expresion a una base puramente coordenada usando
eq = eloy:
v b
DX = (e)0,X" + e w5, X") da" © 8. (3.52)
Estas componentes deben, por supuesto, coincidir con aquellas de (3.50). Sustitu-
yendo X® = e X*, esto significa exigir la igualdad

XY + T X = e 0,e5XN + 0, X" + e w5, el X7, (3.53)

donde hemos utilizado la identidad e/e?, = ¢%. Recordando que esta ecuacién debe
ser valida para cualquier vector X, encontramos la relacion
v b
Iy = ey (Ouey + we’) (3.54)
la cual es idéntica con (3.48). Esta ecuacién puede ser reescrita en la forma
D, e, = 0,e5, + w%ueby — Fl’)l,e“/\ =0, (3.55)

expresando la anulacion de la derivada covariante “mixta” del vielbein. Este resul-
tado, que es una consecuencia directa de la naturaleza geométrica de la derivada
covariante de un vector, es conocido como Lema de Weyl. Notemos, sin embargo,
que hemos asumido implicitamente que la misma derivada covariante actia tanto
en el espacio tangente como en la variedad base.
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3.4. Relatividad General en el formalismo de Car-
tan

Habiendo introducido los objetos geométricos con los que contamos para describir
localmente la geometria del espacio-tiempo, pasamos ahora a escribir un principio de
accion que nos permita recuperar la Teoria General de la Relatividad en este nuevo
esquema. Siguiendo la filosofia de considerar independientemente las caracteristicas
afines y las caracteristicas métricas del espacio-tiempo, tomamos como nuestros
campos fundamentales para la gravitacién el vierbein e® y la conexién de spin w9.
La accién de Einstein-Hilbert (3.14) en cuatro dimensiones puede ser escrita en
términos de estos campos sencillamente como*

S = / EabcaR%eCe?. (3.56)

Aqui la conexién de spin aparece a través de la curvatura R, en tanto que el vierbein
entra explicitamente. Debemos recordar que la conexién w¢ transforma de modo no
tensorial bajo transformaciones locales de Lorentz, de manera que su inclusién en la
accién debe siempre hacerse en combinaciones que resulten tensoriales®, como ocurre
con R®. Para comprobar la equivalencia de (3.56) con la accién de Einstein-Hilbert
(3.14) sélo hace falta escribir explicitamente las bases de formas diferenciales en la
curvatura y el vierbein. Asi,

Eapea R = 5abcdR“bpaecuedydxpd:c”dx“dx”.

Usando el vierbein para transformar los indices latinos de la curvatura en indices
griegos (es decir, escribiendo sus componentes sobre la base ortonormal {e,} en
términos de sus componentes sobre la base coordenada {J,}), obtenemos

Eapea R = eapea R €2 eb/\ecuedyd;vp dx?dx"dx”.

po- K

Ahora notamos que

a b c d a
Eabed€ € NE L€ = Exauw det (e u) =V =9k

4Asf escrita, la accién resulta no ser adimensional, dado que el vielbein e® tiene dimensiones
de longitud. Esto puede repararse introduciendo una constante con dimensiones de [longitud] =2 en
frente de la integral; sin embargo, su inclusién resulta inesencial para la presente discusion, razén
por la cual la omitimos.

Esta afirmacién no es estrictamente cierta. Un lagrangeano que no sea invariante bajo trans-
formaciones locales de Lorentz, pero que transforme como L — L' = L+ dS?, puede conducir a una
accion invariante si las condiciones de borde son escogidas apropiadamente.
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donde la segunda igualdad se sigue de tomar determinante a ambos lados de la
relacién [cf. ec. (3.21)] e%,€% 1y = gy Luego,

Eapea R = \/—gs,i,\WR””Apadxp dx’dxtdx”.
Por otro lado, es claro que

dePdxl datdx’ = eP* da’datda’da® = P die,

de donde
EabeaRe %! = v —9€HAuVRK>oap”“”d4x,
=V —95£§Z5R“’\[)Od4x,
=2v —95£§R'{)‘pad4m,
= 4\/__9 R”"p . d* z,
= 4\/—gRd"z.
Es decir,

/ Eapca R = 4 / d*r/—gR. (3.57)

Este cdlculo muestra la equivalencia entre la accién de Hilbert escrita con formas
diferenciales (3.56) y la forma con tensores (3.14).

Para obtener las ecuaciones de movimiento que se deducen de la accién (3.56),
debemos exigir que ella tenga un valor estacionario frente a pequenas perturbaciones
de y dw® en los campos. Partimos evaluando la accién para e® + de® y w® + dw?.
Esta es

S 469 = / Cated (R + 6R™) (¢ + 6¢°) (e + 5e) ,

en donde dR® y §S son las variaciones producidas en R® y S, respectivamente,
cuando cambiamos e® por e? + de? y w® por w® + Jw®. Asumiendo que de® y dw?®
son variaciones infinitesimales, podemos obtener una expresién correcta a primer
orden para 6S:

68 = / Eabed (2R™e°5e? + SR ee?) . (3.58)

Para poder hacer més progresos necesitamos tener una expresién para  R% en térmi-
nos de dw® (e no entra en la definicién de R%®). De (3.35),

R® + 6R™ = d (w™ + 6w™) + (w? + dw?) (w? + dw™) . (3.59)
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Desarrollando esta expresion y conservando sélo términos de primer orden, hallamos
SR™ = déw™ + wow™ + wb W™ (3.60)

Dado que la diferencia entre dos conexiones si transforma tensorialmente bajo trans-
formaciones locales de Lorentz, resulta legitimo escribir

SR™ = D (6w™) . (3.61)

Introduciendo (3.61) en (3.58) y utilizando la regla de Leibniz (2.25) encontramos
0S = /6abcd (2Rabec(56d +D (5wab) eced) ,
= /€abcd (2R“bec(56d + D (5wabeced) + dw™TCed — (5w“bech) ,
=2 / Eaped R0 + 2 / EapedOw T e + / d (2abcadw™ee?) .

Esta variacion consta de tres partes: la primera es proporcional a la variacion en el
vierbein, en tanto que la segunda es proporcional a la variaciéon en la conexion. El
ultimo término es, por el Teorema de Stokes, un término de borde: éste puede ser
anulado exigiendo, por ejemplo, que (i) la variacién de w® se anule en el borde del
espacio-tiempo o (ii) que el espacio-tiempo no tenga borde. En cualquier caso, la
anulacién de 05 para variaciones arbitrarias de e® y w® requiere que se satisfagan
las ecuaciones de movimiento (en el vacio)

Eavea R = 0, (3.62)
Eabchced =0.
La primera de estas ecuaciones es equivalente a las ecuaciones de campo de Einstein

(3.15), como puede comprobarse escribiendo explicitamente las bases. La segunda,
en cambio, puede ponerse en la forma

Th, — 6Ty, =0, (3.64)

en donde T son las componentes del tensor de torsion sobre la base coordenada
{9,}. Contrayendo p con p hallamos T3, = 0, de modo que en realidad esta ecuacién
expresa la anulacién de la torsién,

T, =0, (3.65)



3.4. REL. GENERAL EN EL FORMALISMO DE CARTAN 31

o bien,
T = de® 4+ wie’ = 0. (3.66)

Esta tltima ecuacién puede resolverse para w¢, de modo que finalmente uno puede
tener la conexién de spin escrita en funcién del vierbein y sus derivadas. Sin embargo,
esto constituye una ecuacién del movimiento caracteristica de la accién (3.56), y no
una propiedad general que pueda ser invocada a priori.
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Capitulo 4

Teorias de (GGauge

4.1. Formalismo General

Sea ¢ un campo escalar y sea S un funcional de acciéon que nos entrega sus
ecuaciones de movimiento cldsicas. Asumamos que S es invariante bajo las transfor-
maciones ¢ — ¢ = e"*¢, donde \ es una constante. La invariancia de la accién bajo
esta transformacién constituye una simetria de la teoria; dado que A es constante,
decimos que esta simetria es global. Por otro lado, ¢ es un campo definido en todo el
espacio-tiempo; de este modo, podria parecer demasiado restrictivo el verse obligado
a realizar la misma transformacion en cada punto del espacio-tiempo. Por ejemplo,
en Mecédnica Cuantica la funciéon de onda esta indeterminada por un factor de fase
idéntico al que hemos propuesto. ;Significa esto que si escogemos una fase deter-
minada para la funciéon de onda de una particula en una regién debemos escoger
la misma para todo el resto del espacio-tiempo? Este tipo de consideraciones nos
lleva a proponer que la simetria debe tener un caracter local; esto es, debemos ser
capaces de hacer la transformacion ¢ — ¢ = e®¢ sin alterar la fisica (es decir,
dejando invariante la accién) en forma independiente en cada punto del espacio-
tiempo. La realizacién de este paso nos presenta inmediatamente un problema. Para
cualquier campo dindmico, la accién contendra términos que involucren las deriva-
das del campo ¢. Bajo ¢ — ¢ = eM¥ ¢, la derivada exterior de ¢ transforma de
acuerdo a

dp — (do)' = d (e”p) = ie" (dN) ¢ + e dg, (4.1)

33
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de modo que términos cinéticos como! dg* A xd¢ resultan no ser invariantes bajo
el cambio de fase local. Un modo de remediar esto es introducir una 1-forma A y
definir una derivada covariante

D=d+ A (4.2)

tal que, por definicién, D¢ transforme covariantemente bajo ¢ — ¢ = @ p; esto
es,

D¢ — (D¢)' = @ (Dg). (4.3)

Para conseguir esta ley de transformacion para D¢ es necesario imponer que A
transforme de acuerdo a

A— A =A—id\ (4.4)

Asi,

(D¢) = d¢ + A'¢ = D¢
Esta derivada covariante puede ser usada ahora en lugar de la derivada exterior
ordinaria en el lagrangeano para garantizar la invariancia de la accién bajo la trans-
formacion local.

En cada punto del espacio-tiempo, el conjunto de todas las posibles transforma-
ciones de fase forma un grupo, llamado U (1). En 1954, Yang y Mills [18] generaliza-
ron este principio desde U (1) a un grupo de Lie arbitrario G. La principal diferencia
con el caso U (1) es que este ultimo grupo es abeliano, y tiene ademds un solo gene-
rador. Para el caso general de un grupo de Lie arbitrario G con n generadores Ty,
a=1,...,n, asumimos que la acciéon para un campo v debe ser invariante bajo las
transformaciones de gauge?

Y = = Uy, (4.5)

donde U = exp (0°T,) es un elemento del grupo G. Aqui 8* = 6 (x) son los parame-
tros reales locales necesarios y suficientes para determinar el elemento U. De este
modo, U depende de x a través de los parametros 6. Al igual que en el caso abeliano,
la derivada de 1 transforma inhomogéneamente bajo (4.5),

dip — (dop)" = (dU) ¢ + Udyp, (4.6)

'Aqui * representa el dual de Hodge, el cual relaciona una p-forma o =
(1/p") ap, ..., dztt - - dxt? en un espacio de d dimensiones con una (d — p)-forma xa a través de
*o = (1/p!(d—p)) V—9gep,..pgatt " Frdatetr ... dxte. Como se desprende de su definicién, el
dual de Hodge necesita la presencia de una métrica [20].

2Estrictamente hablando, debemos especificar la representacién de G a la cual pertenece 1.
Este punto no tiene mayor relevancia para el andlisis que sigue.
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y la solucién a este problema es también la misma que antes. Definimos una deri-
vada covariante D como
D =d+ A, (4.7)

donde A es ahora una 1-forma que toma valores en el dlgebra de Lie del grupo; esto
es,

A= AT, (4.8)

donde los coeficientes A* = Ajdz" de la combinacién lineal son 1-formas. Esta
derivada covariante asi definida actia naturalmente sobre objetos del espacio vec-
torial asociado con los generadores Ty; esto es, sobre objetos que transforman como
1 — ) = Ut. El requerimiento que la derivada covariante de 1) transforme cova-
riantemente bajo (4.5), esto es,

Dy — (D) = U (DY), (49)
nos conduce a exigir que A cambie bajo (4.5) segun la ley
A =UAU — (aU)U . (4.10)

En efecto, si reemplazamos (4.5) y (4.10) en la definicién de derivada covariante
(4.7) hallamos

(DY) =dy' + Ay = U (D). (4.11)
La ec. (4.10) contiene la ley de transformacién para el campo de gauge A. Notemos
que ésta es no covariante justo en el modo necesario para asegurar que la combinaciéon
D = d + A transforme covariantemente bajo el grupo.

De este modo, podemos reemplazar las derivadas exteriores diy que aparezcan en
la accion para 1) por derivadas covariantes D en orden de asegurar la invariancia
de la accién bajo las transformaciones de gauge locales (4.5). El precio que hemos
pagado es que la accion contiene ahora un campo extra que no tiene dindmica; es
decir, ninguna derivada de A esta presente en la accién. Esta situacion es claramente
insatisfactoria; quisiéramos incluir también en la accién un término cinético para el
campo de gauge. Sin embargo, esto debe ser hecho con cuidado; el campo de gauge
transforma de modo no tensorial, de manera que su derivada covariante ni siquiera
estd bien definida. Por lo tanto, lo que necesitamos es algtin objeto construido a partir
de A y sus derivadas que transforme covariantemente bajo el grupo. La respuesta

a esta busqueda viene de considerar la accion sucesiva de dos derivadas covariantes
(4.7). Esta es

DDy = (d+ A) (d+ A)
— (dA+ A?) 4, (4.12)
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donde en el camino hemos usado la regla de Leibniz (2.25) para formas diferenciales,
la cual involucra un cambio de signo para las formas de grado impar. Mientras que
una 1-forma ordinaria es nilpotente, una 1-forma valuada en un algebra de Lie, como
A, no tiene por qué serlo; de hecho, A2 es una 2-forma valuada en la misma 4lgebra,
con componentes

1
A? = 5Af;A’; [T, T dx* A dx”. (4.13)

La presencia aqui del conmutador [T, 7], originada en la antisimetria del producto
exterior, es crucial para mantener a A? dentro del dlgebra. Del mismo modo que A2,
dA es una 2-forma valuada en el algebra del grupo de gauge:

dA = % (0,48 — 8,A%) Tydat A da”. (4.14)

La combinacién

F=dA+ A% (4.15)

que surge naturalmente en (4.12), recibe el nombre de intensidad de campo vy,
de su definicion, es una 2-forma que transforma covariantemente bajo el grupo de
gauge. Esto es, si escribimos F' = dA’ 4+ A" e introducimos la ley de transformacién
(4.10) para A, hallamos®

F'=UFU". (4.16)

La intensidad de campo se presta entonces para construir un término cinético para
el campo de gauge: esta construido a partir de A y sus derivadas y transforma cova-
riantemente bajo la accion del grupo. Una elecciéon que ha resultado extremadamente
fructifera para este término cinético es el lagrangeano de Yang-Mills,

donde los brackets (---) denotan la traza o alguna otra forma multilineal invarian-
te del élgebra. En el caso abeliano, donde el grupo de gauge es U (1), podemos
identificar el campo de gauge A con el potencial vectorial A, de la teoria electro-
magnética. Asi, la intensidad de campo F' se corresponde con el tensor de Minkowski
F,., = 0,A, — 0,A,, vy el lagrangeano (4.17) resulta ser el lagrangeano de Maxwell
L= —iF w M. De este modo, vemos que el Principio de Gauge junto con la Teoria
Especial de la Relatividad permiten deducir toda la Electrodindmica de Maxwell.

3En esta deduccién hemos ocupado la identidad dU~! = —U~!(dU)U~!, la cual se sigue
trivialmente de d (UU ') = 0.
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4.2. El grupo de Poincaré

Resulta dificil no notar la extraordinaria similitud entre el tratamiento general
para teorias de gauge dado en la secciéon anterior y el formalismo de Cartan para la
gravitacion dado en la seccién 3.3. Esto ha motivado numerosos intentos por escribir
la teoria general de la relatividad como una teoria de gauge para algin grupo de
Lie. Con esto en mente, revisamos ahora el grupo de Poincaré, el cual juega un rol
crucial en el desarrollo de la gravitaciéon como una teoria de gauge.

El grupo de Poincaré es el grupo de isometrias del espacio de Minkowski.
Esto significa que, en el espacio-tiempo plano, la métrica de Minkowski es dejada
invariante si cambiamos las coordenadas x* en una vecindad de un punto P por

t — " = N+ at, (4.18)

donde A* y a* son los pardmetros reales (globales) de la transformacién. Aqui A
corresponde a una transformacion de Lorentz, de modo que los coeficientes A# deben

satisfacer
A%Ayan;w = TNpo- (419)

La parte restante en la transformacién de Poincaré (4.18) corresponde a una trasla-
cién en a* de las coordenadas.

Resulta util para el andlisis que sigue el considerar una transformacion de Poin-
caré arbitrariamente cercana a la identidad; esto es, una para la cual los parametros
sean

AL, =00+ M\, al' = e, (4.20)
donde |M| <« 1y |e#| < 1. El requerimiento (4.19) para A" impone sobre los
parametros infinitesimales A" la condicién de antisimetria

A + A = 0. (4.21)
En este caso podemos escribir la diferencia entre las coordenadas x’* y z* como
ozt = N a” + et (4.22)

Para las transformaciones infinitesimales de Lorentz es posible introducir matri-

ces Sy, con la propiedad

1
N = SA (Suo)', (4.23)

v
de manera que una transformacién infinitesimal de Lorentz puede escribirse en la
forma

1
5 = SN (S,0)', 0. (4.24)
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Esta ecuacién nos dice que las matrices S,, forman una representacion vectorial para
los generadores del grupo de Lorentz, dado que es posible escribir la transformacion
infinitesimal como

1
e L (4.25)

v

Esto quiere decir que para una transformaciéon de Lorentz finita con parametros A*?
tenemos la expresion

1
A =exp (5)\“’5%,0) , (4.26)

donde por comodidad hemos suprimido los indices matriciales. Desde este punto de
vista, la ec. (4.25) contiene los dos primeros términos de la expansién en serie de
(4.26). La forma explicita de las matrices Sy, es facilmente obtenida a partir de su
definicién [cf. ec. (4.23)]:

(Spa)lf/ = 557701/ — 0 Mpu- (4.27)

Usando esta representacién de los generadores calculamos el algebra de Lie del grupo
de Lorentz, la cual estd dada por los conmutadores

[Spos Syl = MuoSpw — NupSov + Mo Sup — MwpSho- (4.28)

Aqui hemos nuevamente suprimido los indices matriciales, en el espiritu de que esta
algebra debe ser valida para los generadores del grupo de Lorentz sin importar la
representacion.

Podemos dar también una realizacion del grupo en términos de operadores dife-
renciales; ésta tiene la ventaja de que también podemos representar de esta manera
a los operadores de traslaciéon P,, de modo que podemos encontrar las relaciones
de conmutacion entre éstos y las rotaciones de Lorentz A*. En efecto, es directo
verificar que es posible escribir una transformacion infinitesimal de Poincaré como

1
dat = (6"Pp — 5)\”"Jpg) at, (4.29)

donde los generadores de traslaciones y rotaciones son representados respectivamente
por los operadores diferenciales

oo = 1,05 — 2,0, (4.30)
P,=a, (4.31)

Ademas, los generadores J,, satisfacen las mismas relaciones de conmutacién que
las matrices S,,:

[Joos Juw) = Mo Tow = MupJow + MvoJup — MupJpo- (4.32)
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Usando la representacion (4.30) - (4.31) encontramos las relaciones de conmutacion
entre J,, y P,:
[‘]pm Pu] = nuapp - nuppd' (433)

Resumiendo, podemos escribir el algebra de Lie del grupo de Poincaré como

[Fp, Pu] = 0, (4.34)
[me PM] = nMUPp - nupPaa (435)
[Jp07 J,LW] = nuUJpl/ - nupt]cw + nuojp.p - nl/pj,uzr (436)

Ahora nos abocamos a usar el grupo de Poincaré como un grupo de gauge. Este
grupo actuara sobre los elementos del espacio tangente de la variedad; para hacer
resaltar este hecho, usaremos indices latinos en lugar de griegos en lo que sigue.
Partimos definiendo una 1-forma conexién A valuada en el dlgebra de Lie del grupo.
Introduciendo 1-formas e® y w® valuadas en R escribimos A como

1
A= Ew“bJab +¢*P,. (4.37)

Como sabemos de la secciéon anterior, esta conexion debe transformar bajo el grupo
como |[cf. ec. (4.10)]
A =UAU' - (aU)U . (4.38)

Para una transformacion de Poincaré infinitesimal, U = 1 + u, esta ley adopta la
forma

§A = —Du, (4.39)

en donde hemos definido 04 = A’ — A. Aqui la derivada covariante del grupo D
actia sobre un elemento u del dlgebra como Du = du + [A, u]. Si sustituimos ahora

1
u = 5A“’)Jab + &P, (4.40)

encontramos ]
0A =~ (DA®) Jup + (Xye” — De®) P, (4.41)

donde las derivadas covariantes de A y £% son tomadas de la manera usual,

DAY = dX\® 4 WP 4 b N, (4.42)
De® = de® + wie”. (4.43)
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Esto significa que las componentes w® y e de la conexién tienen leyes de transfor-
macion dadas por

Sw™ = —DA\?, (4.44)

Se* = \%e’ — De.

El paso légico siguiente es escribir la intensidad de campo F' asociada a esta
conexién de gauge. De la definicién (4.15) para F', hallamos

1
F = 5RabJab + TP, (4.46)
donde hemos definido
T = de® 4+ wie’, (4.47)
R = dw™ + ww®, (4.48)

en perfecto acuerdo con las definiciones de torsién y curvatura (3.34) y (3.35) dadas
en la seccién 3.3, si identificamos e® y w9 con el vielbein y la conexién de spin, res-
pectivamente. El verdadero problema de escribir la gravitacién como una teoria de
gauge radica en encontrar una accion que realice la simetria del grupo de Poincaré.
Esta construccién solo habia sido llevada a cabo en dimensiones impares utilizando
el grupo de (anti)-de Sitter [3, 6]. En las secciones siguientes se muestra una posi-
bilidad de realizar la simetria de Poincaré (o anti-de Sitter) en cualquier nimero de
dimensiones.



Capitulo 5

Gravitacion en dimensiones
mayores

“There are really four dimensions, three which we call the three planes
of Space, and a fourth, Time. There is, however, a tendency to draw an
unreal distinction between the former three dimensions and the latter,
because it happens that our consciousness moves intermittently in one
direction along the latter from the beginning to the end of our lives.”

The Time Machine, H. G. Wells (1898).

Nuestro sentidos parecen afirmar que el espacio tiene tres dimensiones; sim-
plemente no podemos concebir movimientos que no ocurran en alguna de las tres
direcciones cartesianas. Se requirié del genio de Minkowski para comprender que la
interpretacién del tiempo como una direccién adicional proveia del marco apropiado
para la formulacién de la teoria especial de la relatividad. Sin embargo, ya en 1854
Riemann se habia cuestionado acerca de la dimensionalidad del “espacio real” y de
la geometria adecuada para describirlo.

La hipétesis de que el espacio-tiempo pueda tener més de cuatro dimensiones ha
llegado a ser usual en la fisica de altas energias. Por un lado, las distintas teorias
de cuerdas so6lo son consistentes en dimensiones mas altas, como 26 para la cuerda
bosénica y 10 para las supercuerdas [22]. Por otro lado, la teoria de supergravedad
estd formulada en 11 dimensiones [8], dado que es éste el nimero méaximo permitido
por la supersimetria. Mas aun, se cree que la teoria unificada que contiene —via
compactificacion— a las cinco teorias de cuerdas y a la supergravedad —como limite
de bajas energias—, conocida como Teoria M, debe existir en 11 dimensiones. Todos
estos indicios hacen que resulte imperativo el estudiar la extension de la teoria

41
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general de la relatividad a dimensiones mas altas. El presente capitulo entrega los
elementos esenciales de esta generalizacion.

5.1. Mas alla de Einstein-Hilbert: los lagrangeanos
de Lovelock

La accién de Einstein-Hilbert (3.56), con o sin una constante cosmolégica, parece
ser la eleccion mas razonable para la geometria del espacio-tiempo en tres y cuatro
dimensiones, pero no es claro que éste sea el caso para dimensiones mayores. En 1971,
D. Lovelock planted, y resolvié [16], el problema de encontrar todos los tensores
A, que, en una dimensién arbitraria d, compartiesen con el tensor de Einstein
G =R, — %ng, las siguientes propiedades:

1. A, es simétrico; esto es,

A = Ay, (5.1)

nv

2. A, es funcién del tensor métrico g, y de sus primeras y segundas derivadas,
A/w = Aw/ (g;w, apg;wv 8/)&79;11/) . (52)

3. A, tiene divergencia nula:

D, A" =0, (5.3)

Las ecuaciones de campo para la gravitacién (en el vacio) son entonces asumidas
como A,, = 0.

En este planteamiento esta explicitamente ausente el requerimiento de que la
dependencia de A, sobre las segundas derivadas del tensor métrico sea lineal. Como
Lovelock muestra en su articulo, el tensor de Einstein G, y la métrica g, son las
tnicas soluciones posibles en cuatro dimensiones (sin exigir dependencia lineal en
las segundas derivadas), conduciendo a las ecuaciones de Einstein con constante
cosmoldgica
1
2
En dimensiones mayores, Lovelock encuentra una familia de tensores con potencias
superiores del tensor de curvatura de Riemann que satisfacen los requerimientos
impuestos, y entrega ademés un lagrangeano del cual estos pueden ser obtenidos.

R, — =Rgu, + Ag,, = 0. (5.4)
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En el lenguaje de formas diferenciales que hemos estado usando, este lagrangeano?
puede ser escrito como?

W [d/2]
LYy =Y oL, (5.5)
p=0
Lp = 5a1.._adRala2 ... R%2p-102p o02p+1 e“d’ (56)

en donde los «,’s son constantes arbitrarias. De acuerdo a lo demostrado por Lo-
velock, este lagrangeano da lugar a las ecuaciones de campo mas generales posibles
en una dimension d arbitraria que comparten las mismas caracteristicas que la Re-
latividad General usual en cuatro dimensiones. Notemos sin embargo que en este
analisis se ha asumido que la torsién es idénticamente nula.

Desde un punto de vista moderno, parece més natural exigir que un lagrangeano
sea

1. una d-forma invariante bajo transformaciones locales de Lorentz,

2. un polinomio local del vielbein e?, la conexién de spin w9 y sus derivadas
exteriores,

3. construido sin usar el dual de Hodge.

La primera de estas condiciones corresponde a la nocion de que la accion debe ser
un funcional de los campos, de modo que pueda escribirse como la integral de una
d-forma (que es lo tinico que uno puede integrar en un espacio de d dimensiones).
Al ser una d-forma, el lagrangeano es automéaticamente invariante bajo transforma-
ciones generales de coordenadas; la invariancia de Lorentz corresponde a la libertad
de escoger la base ortonormal local en el espacio tangente del modo que uno desee.
La segunda condicién se refiere a que el lagrangeano debe ser construido usando las
unicas formas definidas naturalmente en el espacio tangente; esto es, el vielbein y la
conexion de spin. Como hemos visto, a partir de estas 1-formas podemos construir
las 2-formas torsiéon y curvatura, 7% y R9. Estos elementos, junto con los tensores

IEl lagrangeano de la ec. (5.5) es a menudo llamado el lagrangeano de Lanczos-Lovelock
(LL), en reconocimiento a una proposicién similar hecha por C. Lanczos [15] para d = 5 en 1938.

2Aqui [z] es la parte entera de x, la cual es definida como el inico niimero entero n que cumple
conn<zr<n-+l.
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invariantes® €4,..ay, Nap ¥ 1%, serdn los bloques de construccién bdsicos para el la-
grangeano. La tercera condicién asegura la imposibilidad de que las ecuaciones de
movimiento para el vielbein y la conexién resulten de un orden superior al prime-
ro; al estar ausente el dual de Hodge, ninguna derivada de orden mas alto puede
aparecer, simplemente porque d*> = 0. Por otro lado, la introduccién del dual de
Hodge requiere la presencia de una métrica en la variedad, es decir, de un medio
para calcular el producto punto entre dos vectores. Si bien es posible recuperar la
métrica a partir del vielbein por medio de g, = e“ueb,,nab, su inclusion explicita
en el lagrangeano rompe con una formulacion en términos de cantidades definidas
naturalmente en el espacio tangente. Ademas, la métrica no puede ser interpretada
como un campo de gauge en el mismo sentido que el vielbein y la conexién de spin.
El problema de encontrar todos los lagrangeanos que, en una dimensién d dada,
satisfagan estas condiciones fue resuelto por A. Mardones y J. Zanelli en [17]. Ellos
encontraron que, en ausencia de torsion, la tinica solucion posible esta dada por los
lagrangeanos de Lovelock (5.5), a excepcion de las densidades de Pontryagin
P. = R R% - R R, (5.7)
las cuales existen sélo en dimensiones pares d = 2n, y son distintas de cero sélo
si d = 4k, con k entero. Sin embargo, estas densidades son formas cerradas®; por
el lema de Poincaré, ellas pueden escribirse localmente como derivadas totales, de
modo que no contribuyen a las ecuaciones de movimiento.
Cuando permitimos la presencia de torsién surgen muchas nuevas posibilidades,
las cuales estédn estudiadas con detalle en [17]. En lo que sigue, nos abocaremos a
estudiar las propiedades de los lagrangeanos de Lovelock en forma exclusiva.

5.2. Ecuaciones de movimiento para la accién de
Lovelock
En primer lugar, analizamos las ecuaciones de movimiento que surgen de (5.5).

Como e” y w9 son campos independientes, podemos considerar separadamente va-
riaciones en uno y otro. Si hacemos la transformacion infinitesimal e* — e® + Je® en

3El tensor de Levi-Civita es invariante (y tensor) s6lo bajo transformaciones de Lorentz propias,
esto es, aquellas que satisfacen det (A) = +1. Este serd siempre el caso cuando hablemos de trans-
formaciones de Lorentz. Las transformaciones impropias pueden ser consideradas separadamente
en las formas de reflexién espacial (paridad) e inversién temporal.

4Una p-forma « se dice cerrada si satisface da = 0.



5.2. ECS. DE MOVIMIENTO PARA LA ACCION DE LOVELOCK 45

(5.6), hallamos
L,+ 0L, =¢4..qRM% - - - RT2r7192 (2041 4 §e®20t1) ... (g%  Je) .

La curvatura R no cambia bajo esta transformacién, ya que no depende de e
Conservando sélo términos de primer orden, podemos escribir dL, en la forma

OL, = (d — 2p) €gy.q, R - - - R*207192 %2041 . . gd=1 5,

Por lo tanto, la configuracién del sistema que proporciona un valor estacionario
a la accion bajo variaciones infinitesimales arbitrarias en el vielbein obedece a las
ecuaciones de movimiento

[(d—1)/2]
Yy (d = 2p) £ayuag R - - RO-1%retani . a1 — (5.8)

p=0

ab

Para transformaciones en la conexién de spin, w® — w® + Jw®, tenemos

Lp + (5Lp = Eqy-ay (Raﬂl? + 5Ra1a2) . (Razpqazp + 5Ra2p71a2p) e+l ... eﬂtd7

de donde
SLy = Peusay R - - - RO2-3020-2§ Razp-103p cospi1 . gad,
Introduciendo §R* = D (6w™) [cf. ec. (3.61)], obtenemos

5Lp = pgal._.adRal‘IQ ... R%2p—3a2p—2T) ((Swa?z?*la?p) e+l .. ol

=pD (€4y..q) R4 - - - R*P=3%20=25)20=1020) 2pH1 . .. o0

donde hemos usado la identidad de Bianchi DR® = 0 y el hecho que Deg,.ay = 0.
Usamos ahora la regla de Leibniz para escribir

0L, = d (peay..ay R - - - R2p=3920=25)20=102p 02011 . .. o) 4

+ PEayoa, RV - - RO2r—3022 5020 —1020 [) (2041 ... g )

Desarrollando la derivada covariante del producto de vielbeins y sustituyendo 7% =
De®, hallamos finalmente

(SLP =d (pgalmadRamz .o RO2p-302p-2§, ,02p—102p o02p+1 e%) +

+p(d —2p) €gyaq 0w 2RI . .. RI2=1020 0201 o02042 . . gld (5.9)
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El primer término es una derivada total, y no contribuye a las ecuaciones de mo-
vimiento. Para que la accién tenga un valor estacionario bajo esta transformacion,
requerimos que se cumplan las ecuaciones

[(d-1)/2]
> ap(d = 2p) gyeng RV - R T 01042 L gt = ), (5.10)

p=1

Las ecuaciones (5.8) y (5.10) dictan la dindmica de la geometria en la teoria de
Lovelock. En cuatro dimensiones espacio-temporales, ellas se reducen a las ecuacio-
nes de Einstein con constante cosmoldgica mas una ecuacién que expresa la ausencia
de torsion. En dimensiones superiores, sin embargo, la teoria de Lovelock es, en ge-
neral, dinamicamente muy diferente a la de Einstein, con soluciones que no son ni
siquiera perturbativamente cercanas a las de esta tltima [3].

5.3. El problema de los coeficientes

Una caracteristica indeseable de la accién de Lovelock (5.5) es que ella contie-
ne un cierto nimero de constantes arbitrarias «,. Cada «, tiene dimensiones de
[L]_(d_Zp ). de modo que, en dimensiones pares, el tltimo coeficiente, Qqy2, es adi-
mensional. Esto significa que, en general, tanto la acciéon de Lovelock como sus
ecuaciones de movimiento asociadas contienen n = [%} constantes dimensionales
arbitrarias. Esto presenta problemas en dos aspectos distintos. Primero, la dindmica
del sistema no estara bien definida para un conjunto genérico de constantes. Esto es
debido a la presencia de potencias superiores de las velocidades en el lagrangeano
[3]. En segundo lugar, la aparicién de constantes dimensionales en la accién hace
mds improbable la renormalizabilidad de la teorfa cudntica asociada [23]. Estos dos
problemas hacen que sea altamente deseable particularizar las constantes de algin
modo. En [31], los a,’s son seleccionados de acuerdo al criterio que las condicio-
nes de integrabilidad (o consistencia) para las ecuaciones de campo (5.8) y (5.10)
no impongan restricciones algebraicas adicionales sobre los tensores de torsion y
curvatura. Nosotros seguiremos esta ruta en dimensiones impares; en dimensiones
pares, en cambio, los coeficientes seran seleccionados mediante el requerimiento que
la teoria posea un unico estado vacio.
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5.3.1. Coeficientes para dimensiones impares

Para dimensiones impares®, d = 2n — 1, las sumatorias en (5.8) y (5.10) llegan
hasta [(d — 1) /2] = n — 1. Definiendo [31]

Sc(zp) = 5aa2---a2n—1Ra2a3 o RO 22 L ea%_l, (5.11)
5(%7) = 5aba3---a2n,1Ra3a4 ... RO2p—102p P02p+1 p02p+2 | . eagn_l7 (512)
y
n—1
&, = Z o, (d —2p) EW), (5.13)
p=0
n—1
Ew =Y app(d—2p)EY. (5.14)
p=1

podemos escribir las ecuaciones de movimiento (5.8) y (5.10) como

£, =0, (5.15)
Eap = 0. (5.16)

Las (d — 1)-formas &, y &, son tensores de Lorentz independientes con el mismo
nimero de componentes que e y w?®. Més atin, dado que toda (d — 1)-forma es dual
(via el dual x de Hodge) a una 1-forma, ambas tienen también el mismo nimero
de componentes coordenadas. Esto quiere decir que las ecuaciones (5.15) y (5.16)
son necesarias y suficientes para determinar completamente los campos e® y w®. Sin
embargo, si hubiesen relaciones algebraicas entre &, y Eu, entonces (5.15) y (5.16) no
serian ecuaciones independientes, y algunas componentes del vielbein o la conexién
quedarian indeterminadas.

Por otro lado, tomando la derivada covariante de g y usando las identidades
de Bianchi, encontramos las relaciones

DEW =2(n—1—p) &P, (5.17)

las cuales son validas para 0 < p < n — 1. En realidad, Sb(gﬂ) no esta bien definido
para p = n—1, pero en este caso el lado derecho de (5.17) se anula de todos modos (lo

°En general, n estd definido como n = [% Esta definicién permite escribir las dimensiones

impares como d = 2n — 1 y las pares como d = 2n.
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cual es consistente, ya que DE!" ™ = 0). Multiplicando (5.17) por (2n — 1 — 2p) a,
y sumando para 0 < p < n — 1, hallamos la identidad

n—1
DE, =, (2n—2p) (20— 2p+ 1) €Y, (5.18)
p=1
la cual debe anularse on-shell, por consistencia con la ecuacién de movimiento &, = 0.
Mas atin, tomando el producto exterior de e’ con &, encontramos

n—1
&y = Z app (2n — 1 — 2p) ebé',fs), (5.19)
p=1

la cual también debe anularse on-shell, por consistencia con &, = 0. Por lo tanto,
tenemos las condiciones de consistencia (o integrabilidad)

n—1

Z ap-1(2n—2p) (2n —2p +1) ebéf,fg) =0, (5.20)

p=1

n—1
> ap(2n—1-2p) &P =0, (5.21)
p=1

Para un conjunto arbitrario de coeficientes «,, el tinico modo de satisfacer las con-

diciones (5.20) y (5.21) simultdneamente seria exigir ebé}ff) = 0 para algunos valores
de p, lo cual haria que algunas componentes del vielbein y la conexién quedasen
indeterminadas. Para evitar esta posibilidad, requerimos que ambas ecuaciones sean
realmente una sola, y que ebé’ég) pueda tomar cualquier valor. Esto implica que las
sumatorias en (5.20) y (5.21) deben ser proporcionales término a término:

yap—1 (2n —2p) (2n —2p + 1) ebglfg) = a,p(2n — 1 —2p) ebgb(g). (5.22)

Aqui v es una constante con dimensiones de [L?]. Esta ecuacién nos conduce a la
siguiente relacién de recurrencia para los ay,:

2(n—p)(2n—2p+1)
p =7 Qp—1,
p(2n—1—2p)

(5.23)

con 0 < p <n—1. La soluciéon a esta ecuacion es

_a(2n—1)(2'y)p n—1
=0 () (524)
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Asi, de las n constantes dimensionales arbitrarias originalmente presentes en la ac-
cion, nos hemos quedado con dos; g vy 7. Resulta conveniente reparametrizar estas
constantes de acuerdo a [31]

K

Qp = m, (525)
Y2
1= —sm(d) G, (5.26)

donde k es una constante con dimensiones de accién (adimensional cuando f = 1)
y ¢ es una constante con dimensiones de longitud. Haciendo los reemplazos corres-
pondientes en (5.5), podemos escribir la accién de Lanczos-Lovelock en la forma®

(2n—1—2p) -1
2n 1) z: n ala a2p—1a2p ,a a2n—
sa“.a RIQH'R2p12p€2p+1_”62n 1‘
/ 271—1—229)( p ) e

(5.27)
La eleccién de coeficientes que hemos hecho conlleva una notable recompensa: la
accién (5.27) es invariante no sélo bajo las usuales rotaciones locales de Lorentz

Se” = \%el, Sw™ = —DA\?, (5.28)

sino que también bajo los boosts de anti-de Sitter

1
det = =D\, Sw™ = ” (A“e” — Me?). (5.29)

Esto puede ser visto notando que el lagrangeano

n—1 (2n—1—2p)

2n 1) 2: ¢ n—1 aja a2p—1a2p 0 a2n—

= K ea”.a R12_”R2p12p62p+1__‘62n1
2n—1—2p)( p ) e

p=

(5.30)
es la forma de Euler-Chern-Simons para el grupo de anti-de Sitter SO (2n — 2,2).
Para demostrarlo, partimos acomodando e y w® en una conexién &4 para el grupo

de anti-de Sitter en la forma

LAUAB B d)ab d)a72n B wab ea/€
G —etje 0 |
6 Aqui hemos escogido A < 0. En caso contrario, cada término en la sumatoria va multiplicado
por un factor (—1)”.
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La consistencia de esta identificacion es verificada comprobando que las transforma-

ciones de gauge R
6P = —D AP (5.31)

se corresponden exactamente con (5.28) y (5.29) si llamamos

S\AB B S\ab j\a,Qn )\ab )\a/g
LA N0 |

La derivada exterior del lagrangeano de Euler-Chern-Simons (5.30) corresponde en-
tonces a la densidad de Euler de 2n dimensiones E,,,

(2n—-1) _ A1 Az PA2n 1A,
dLCS — 2_8A1A2’rLR te R ;

donde la curvatura de AdS RAZ = di?P 4 040 es descompuesta de acuerdo a

R Dab Pa,2n ab 1 _a,b a
RAB:[R R }:{R + zele T/é]' (5.32)

é2n,b 0 —Tb/g 0
Por lo tanto, vemos que bajo (5.31) tendremos

5 (dng*”) -0 = d <5L§§§*”) —0,

lo cual significa que 5L(CQ§ -l puede ser escrito localmente como una derivada total,
SLEEY = d. Asi, la accion S = [ LE™Y resulta ser invariante bajo (5.31).
En resumen, podemos decir que existe una eleccion de coeficientes para la accion
de Lanczos-Lovelock en dimensiones impares que conduce a una teoria de gauge para
la gravitacion, en el sentido de que todos los campos independientes son componentes
. s < s (2n—1) . . .
de una conexién para el grupo SO (2n —2,2) y la accién S¢ig  es invariante bajo
las transformaciones de gauge 604% = —D A 4B,

5.3.2. Coeficientes para dimensiones pares

En este caso seguimos una ruta distinta a la recorrida en dimensiones impa-
res, donde los coeficientes fueron seleccionados mediante el requerimiento que las
condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de movimiento no impusiesen res-
tricciones adicionales a los tensores de torsién y curvatura.
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Comenzamos notando que el lagrangeano de Lovelock en d = 2n dimensiones

n
(2n) _ aia azp—1a2p G a
L|" = E QpEayag, B2 -+ - RI2P=1020 82041 L. pli2n (5.33)
p=0

puede ser reescrito como
L2 = Bica,ay, (B9 — Bre®ie2) ... (R2n-102n _ 3 c2n-1c02n) (5.34)
donde los (3’s son las raices del polinomio cuyos coeficientes son los a’s:
ag+ a1+ ...+ ax” =Gz =) (x— B). (5.35)

En general, los 3’s son niimeros complejos con dimensiones de [L™2], con la restric-
cién de que (5.34) sea real. Notemos que (3 es real y adimensional (cuando i = 1).

Las ecuaciones de movimiento para la acciéon que se obtiene del lagrangeano
(5.34) permiten un méximo de n — 1 soluciones de curvatura constante, las cuales
representan distintos estados vacios de la teoria. Los radios de curvatura de estos
espacios son obtenidos a partir de las raices de un polinomio de grado n — 1 que
involucra a los coeficientes (31, ..., 5, [9]. Esto constituye un inconveniente, ya que
significa que la teoria posee un estado vacio n — 1 veces degenerado. La tinica salida
consiste en exigir que todos los (’s (a excepcién de ) sean iguales: §; = -+ =
B, = —1/¢%, donde ¢ es una constante con dimensiones de longitud”. Esto fija los
coeficientes «,, en términos de £y fy = k/2n como

k(M (o
ap:%<p>€ (2n=2p), 0<p<n, (5.36)

de modo que el lagrangeano (5.33) puede ser escrito en la forma

Ly = %Em.,.agn (R‘““2 + €—2€a16a2) (R‘”"‘m” + 6—26””‘16@”) - (5.37)

Esta expresién corresponde al Pfaffiano® de la forma 79 = R® + e%?/¢?, el cual

"Esta eleccién implica escoger una constante cosmoldgica negativa. El caso A > 0 es recuperado
mediante el reemplazo £ — if.

8En general, el determinante de una matriz antisimétrica A de 2n x 2n es el cuadrado de un
polinomio llamado el Pfaffiano de A y denotado por Pf (A). El Pfaffiano esta dado por [20]

1"
Pf(A) = (27172! ngﬂ (0) Ag(1)o(2) " A (2n—1)o(2n)

donde o es un elemento del grupo de permutaciones de 2n objetos.
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puede ser escrito simbdlicamente como

1
Lgln) =2""1(n— 1)!n\/det (Rab + g—Qe“eb) (5.38)

Por esta razén, (5.37) es usualmente llamado el lagrangeano de Lovelock-Born-Infeld.
Notemos que este lagrangeano incluye la densidad de Euler en 2n dimensiones

Egn = Cayoay, R - - - R92n-1020 (5.39)

con peso a, = k/2n. La integral de esta densidad entrega el invariante topolégico
de Euler, el cual es insensible a deformaciones continuas de la variedad [20] y no
contribuye a las ecuaciones de movimiento. Su presencia en la accién, sin embargo,
garantiza la correcta definicién de las cargas conservadas [1, 2] y la asignacién de
diferentes fases a distintas topologias en la teoria cuantica. Esto tltimo es debido a
que la inclusién de este término en la integral funcional produce un factor de fase
que depende solo de la topologia de la variedad.
A diferencia de lo ocurrido en dimensiones impares, la accién

es invariante solo bajo rotaciones locales de Lorentz, y no bajo boosts de AdS. Esta
falta de invariancia impide la realizacion de la gravitacién en dimensiones pares
como una genuina teorfa de gauge del grupo SO (2n — 2,2).



Capitulo 6

Gravitacion invariante bajo el
grupo de Poincaré

La accién de Einstein-Hilbert

K

Sk = §/€abcdRab€c€d (6.1)

es invariante bajo difeomorfismos (dado que estd escrita en términos de formas
diferenciales) y bajo rotaciones locales de Lorentz en el espacio tangente. Podemos

incluso agregar una constante cosmoldgica A = —3/¢% y un término de superficie':
51(34) _r Eabed | R + le‘leb R + leced . (6.2)
! (2 r?

Como discutimos en el capitulo anterior, esta accién, conocida como la accién de
Lovelock-Born-Infeld en cuatro dimensiones, nos provee de una teoria con un tinico
estado vacfo, dado por R%® = — (1/£?)e%®. Esta propiedad es una consecuencia de
la eleccion de coeficientes hecha en la acciéon de Lovelock, la cual permite escribir
51(341) de modo factorizado, como en (6.2).

Sin embargo, la accién de Lovelock-Born-Infeld (6.2) no es invariante bajo las
traslaciones locales de Poincaré

dupe® = —De?, 5t1pwab = 0. (6.3)

!Aqui » es una constante adimensional (cuando i = 1) relacionada con % mediante x = ¢?%. La
introduccién de la escala de longitud ¢ es necesaria debido a que el vielbein e® tiene dimensiones
de longitud.
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En efecto, el cambio en 51(341) bajo las transformaciones infinitesimales (6.3) estd dado
(salvo un término de borde) por

3
(5t1p5’](341) = —% / Eabed (R“b + Ee“e") T, (6.4)

La invariancia de (6.2) bajo traslaciones locales de Poincaré requiere, por ejemplo,
la exigencia off-shell T* = 0, la cual es una ecuaciéon del movimiento para la accién
(6.2). Esto quiere decir que las traslaciones (6.3) serfan a lo mas una simetria on-shell
de la accion (6.2). Las simetrias on-shell no son verdaderas simetrias, puesto que,
cuando las ecuaciones de movimiento son satisfechas, la variacién de cualquier accion
bajo cualquier transformacion infinitesimal es siempre igual a un término de borde.
Esto significa que debemos admitir sin mas que la acciéon de Lovelock-Born-Infeld
(6.2) no es invariante bajo las traslaciones locales de Poincaré (6.3).

Este problema se presenta en todas las dimensiones pares d = 2n; la accién de
Lovelock-Born-Infeld [cf. ec. (5.40)]

. 1 1
51(321 ) = % /€a1-~-a2n (Ralaz + €_2€a16a2) < (Razn_mzn —+ €_2€a2n_1ea2n) (65)

no es invariante bajo las traslaciones locales de Poincaré (6.3). En las secciones si-
guientes presentamos una alternativa para construir una teoria de la gravitacién
invariante bajo el grupo de Poincaré en cualquier nimero de dimensiones. Prime-
ro revisamos el caso cuadridimensional y luego su generalizacién a una dimensién
arbitraria d.

6.1. Gravedad cuadridimensional invariante bajo
el grupo de Poincaré

Nuestra teoria de la gravitacién en cuatro dimensiones tiene como caracteristica
principal la introduccién de un nuevo campo ¢ (z), el cual se comporta como un
vector bajo transformaciones del grupo de Poincaré. El tratamiento que presentamos
aqui esta basado en las refs. [26, 12, 13, 28].

Los campos independientes en esta teoria son la 1-forma vielbein e, la 1-forma
conexién de spin w® y la 0-forma (%, la cual es conocida como “coordenada de
Poincaré”. Bajo una rotacién local de Lorentz con parametros infinitesimales A% =
— P estos campos transforman de acuerdo a las leyes

Se” = \eel, Sw® = —D\®, 5C* = N4, (6.6)
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donde D representa la derivada covariante en la conexién w. En cambio, bajo una
traslacion local de Poincaré con pardmetros infinitesimales €, las leyes de transfor-
macion para estos campos son

de® = —De?, Sw® =0, 5C = €. (6.7)

Esto significa que, bajo rotaciones locales de Lorentz, e* y (* transforman como

vectores y w® como conexién. En cambio, bajo traslaciones locales de Poincaré e®

transforma como conexién y (* como vector; w® es invariante bajo traslaciones.
Definimos ahora el “vierbein no lineal” V* por medio de la ecuacién

Vo= e+ DC. (6.8)

Este vierbein no lineal es una 1-forma con la misma estructura de indices que el
vierbein usual e®, y puede por lo tanto tomar su lugar en la accién de Lovelock-
Born-Infeld (6.2). La ventaja que este reemplazo representa radica en las leyes de
transformacion de V* bajo rotaciones locales de Lorentz y traslaciones locales de
Poincaré. Estas pueden obtenerse reemplazando su definicién (6.8) en las ecuaciones
de transformacion (6.6) y (6.7). El resultado es

SV =\ V?, SupV®* = 0. (6.9)

Esto puede expresarse en palabras diciendo que V® se comporta como un vector
bajo rotaciones de Lorentz y es dejado invariante bajo traslaciones de Poincaré. Por
lo tanto, al escribir la accién

(4) _’i ab 1 ay/b cd 1 cysd
SSW_Z/SGde <R +€—2V V) (R +£—2VV ), (610)

podemos afirmar que Sg\% es trivialmente invariante bajo traslaciones locales de
Poincaré. La invariancia bajo rotaciones locales de Lorentz no es tocada, ya que
el vierbein no lineal V* se comporta como un vector (al igual que e*) bajo estas
transformaciones.

Las ecuaciones de movimiento asociadas a la acciéon de Lovelock-Born-Infeld rea-
lizada no linealmente (6.10) pueden obtenerse del modo usual, exigiendo la anulacién
de sus variaciones con respecto a los campos independientes e?, w® y ¢%. Sin embar-
go, dado que e* y (* aparecen solo a través de V¢, resulta conveniente considerar
variaciones de (6.10) con respecto a V* y luego reemplazar 6V * de acuerdo con

5.V = de, (6.11)
5.,V = 6w, (6.12)
6V = D¢ (6.13)
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Estas ecuaciones se siguen directamente de la definicién del vierbein no lineal, ec.
(6.8). Por otro lado, la curvatura R = dw® + ww® depende sélo de la conexién
de spin, y su variacién con respecto a ésta puede escribirse como [cf. ec. (3.61)]

5,R™ = D (6w™) . (6.14)

Con estas consideraciones en mente, es directo demostrar que las ecuaciones de
movimiento asociadas a la accién (6.10) son

1
Eabed <Rab + ﬁvavb) Ve= 07 (615)
1
Eabed {T “VPo§ + (R“" + e—Qvavb) Ve (¢of - gfag)} =0, (6.16)
3
Eabed (Rab + g_zvavb) T = 0, (617)

donde 7% = DV es la “torsién no lineal” asociada® a V. Usando (6.15) en (6.16)
podemos escribir el conjunto alternativo de ecuaciones

1
Eabed (Rab + ﬁvavb) Ve = O, (618)
gabchaVb = O, (619)

3
Eabed (Rab + E_Zvavb> TC =0. (620)

Estas ecuaciones atn tienen un cierto grado de redundancia; en efecto, si tomamos
la derivada covariante de (6.18) obtenemos la ecuacién de movimiento para ¢, ec.
(6.20). Esto significa que (6.20) puede ser vista como una condicién de consistencia (o
integrabilidad) de la ec. (6.18), por lo que no necesita ser considerada separadamente.
Las ecuaciones resultantes,

1

Eabed (Rab + 62

Vavb) Ve =0, (6.21)
EabedTV? =0, (6.22)

se corresponden exactamente con las ecuaciones de Finstein obtenidas a partir de
la accion de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica bajo el reemplazo e* — V.

2Fl calificativo de “no lineal” dado a V@ y T serd justificado en el capitulo siguiente, donde se
generaliza este formalismo desde Poincaré hasta (A)dS.
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Esto quiere decir que si escogemos (* = 0 esta teoria se hace indistinguible de la
gravitaciéon usual en 4 dimensiones, y la simetria de Poincaré es rota al grupo de
Lorentz.

6.2. Gravedad en dimensiones pares invariante ba-
jo el grupo de Poincaré

En esta secciéon construimos una teoria de la gravedad en una dimensiéon par
d = 2n cuya accién es invariante bajo transformaciones locales del grupo de Poincaré.
Al igual que en el caso cuadridimensional, los campos independientes en la teoria
son el vielbein e?, la conexién de spin w® y la coordenada de Poincaré (*. La accién
para estos campos toma la forma de Lovelock-Born-Infeld,

Sgg) _ % /gal---agn (Ramz + g%valvaz) . (RGQn—1a2n + g%vazn—lvam) ’
(6.23)
donde R® es la curvatura asociada a la conexién w® y V@ es el vielbein no lineal
Ve = e+ D(*. Esta accién es por construccién invariante bajo las rotaciones locales

de Lorentz
Se* = \%eb,  Sw® = DX ¢t = N, (6.24)

ya que éstas implican que V' transforma de acuerdo a §V* = A4V, Adicionalmente,
la accién (6.23) es invariante bajo las traslaciones locales de Poincaré

de® = —De?, Sw® =0, 5C% = €. (6.25)

En este caso la invariancia proviene del hecho que estas ecuaciones de transformacion
garantizan la invariancia del vielbein no lineal VV* bajo traslaciones, tal como ocurria
para d = 4.

Las ecuaciones del movimiento asociadas a la accién (6.23) estan dadas por

Eayany, (Ramz + g%val V@) (Ra2n—3a2n—2 + g%vazn—:svazn—z) Vazn—1 — 0’
(6.26)
1 1
Eayazy, (R(IS(M + E_QVCL:J,VM) Ce <Razn3a2n2 + é_Qvazn3va2n2> T(lanl Va2n — 07

(6.27)
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2n —1 1
Eay--asmn (Rala2 + n€—2va1 Va2> (Ra3a4 + g_QVGSVCM) %

1

NEEE (Ra2n3a2n2 + 62

Va2n3vt12n2> T 2m-1 — (), (628)

De estas dos, la primera corresponde a la invariancia de (6.23) bajo variaciones en e®,
en tanto que la segunda esta ligada a la conexion de spin. La ecuacién del movimiento
(6.28), asociada a la coordenada de Poincaré (“, es igual a la derivada covariante de
(6.26), y puede ser vista, por lo tanto, como una condicién de integrabilidad de esta
ecuacion.

La introduccion de la coordenada de Poincaré permite escribir una teoria para la
gravitacion en dimensiones pares cuya accion es localmente invariante bajo el grupo
de Poincaré (asi como también bajo difeomorfismos). La ecuacién del movimiento
asociada a la invariancia de la accién bajo variaciones en la coordenada de Poin-
caré puede siempre ser vista como una condicién de integrabilidad de la ecuacion
del movimiento para el vielbein, y no necesita ser considerada separadamente. Las
ecuaciones del movimiento para e y w® tienen exactamente la misma forma que
aquellas para la accién de Lovelock-Born-Infeld

SéfI ) = %/5(11..,a2n (Rala2 -+ £—2€a1€a2) cee (Raznllen + E_Qea2n1€a2n> (629)

haciendo el reemplazo V¢ — e La condicién (* = 0, que es consistente con las
ecuaciones del movimiento (6.26) - (6.28), es llamada “gauge fisico”, y correspon-
de a identificar el vielbein no lineal V* con e®. En este caso ambos conjuntos de
ecuaciones, aquellos asociados con S’ y los correspondientes a Sgy,”, coinciden.



Capitulo 7

Gravitacion invariante bajo el
grupo de (anti-) de Sitter

En este capitulo escribimos una accién invariante bajo el grupo de anti-de Sitter!
SO (d —1,2) usando los campos no lineales V¢ y W% encontrados a partir de los
campos de gauge e y w®. Las referencias relevantes para la teorfa general de reali-
zaciones no lineales y teorfas de gauge son [4, 7, 24]. La construccién que mostramos
ahora fue llevada a cabo por primera vez por K. S. Stelle y P. C. West en [28], donde
fue aplicada a la acciéon de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones. Su extensién a
la accion de Lovelock en dimensiones més altas es el tema del presente capitulo y
de la ref. [27].

7.1. La conexién no lineal

Consideremos un grupo de Lie G concebido como un grupo de transformaciones
sobre una variedad M, y denotemos por H su subgrupo de estabilidad®. Sean g € G
v z € G/H elementos de G. La accién de G sobre el espacio coseto G/H queda
definida por la ecuaciéon

gz = Zh, (7.1)

'Para fijar ideas, nos referiremos concretamente al grupo de anti-de Sitter SO (d — 1,2). Los
mismos resultados que presentamos son vélidos también para el grupo de de Sitter, el cual puede
ser obtenido haciendo el reeemplazo £ — if.

2El subgrupo de estabilidad es definido como el conjunto de todos los elementos de G que dejan
invariante un punto particular de la variedad M (usualmente identificado como el “origen”).
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donde z € G/H y h € H. Cuando g = h € H, los elementos de G/H transforman
en una representacion lineal de H; esto es,

hzh™!, (7.2)
h. (7.3)

o
I

En general, sin embargo, la ec. (7.1) permite una dependencia no lineal de z y h en

gy z.
Sea A una 1-forma conexién valuada en el algebra de Lie de G. Su ley de trans-

formacién® bajo G es [cf. ec. (4.10)]
A— A= gAg + gdgt. (7.4)
Definimos ahora la “conexién no lineal” A mediante la ecuacién

A=2"1Az + 274z, (7.5)

donde z € G/ H. Esta definicién corresponde a efectuar una transformacion de gauge
sobre la conexiéon A con un elemento del coseto G/H. Bajo la accién de G, A se
transforma en

A A =z"147 4+ 774z, (7.6)
donde Z esta dado por (7.1) y A’ por (7.4). Sustituyendo (7.4) en (7.6) encontramos
A=(g7"2) " A(g7'2) + (97'2) d(¢7'2), (7.7)

donde en el camino utilizamos la regla de Leibniz. De (7.1), 7'z = zh™'; luego, A’
resulta ser escrita en la forma

A" = hAh™ + hdh ™, (7.8)

donde también hemos hecho uso de la regla de Leibniz. La ec. (7.8) contiene la ley
de transformacién de la conexién no lineal A bajo G. Notemos que corresponde a
una transformacién de gauge con un elemento de H, el cual debe obtenerse a partir
de g y z resolviendo la ec. (7.1). Esta propiedad de A permite que una accién escrita
en términos de A con invariancia bajo H pase a ser invariante bajo todo el grupo G
cuando A es sustituida por A.

3La ec. (7.4) expresa exactamente la misma ley de transformacién para la conexién que aquella
que dedujimos en el tratamiento general para teorfas de gauge, ec. (4.10). La diferencia aparente
entre ambas se resuelve facilmente notando que gdg~! = — (dg) g~ .
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7.2. El formalismo de Stelle y West

Sea G = SO (d—1,2) el grupo de anti-de Sitter y sea H = SO (d —1,1) el
(sub)grupo de Lorentz. La accién de Lovelock

[d/2]
S = [ 3 B R (7.9)
p=0

es, en general, invariante sélo bajo H, y no bajo los boosts de AdS pertenecientes
al coseto G/H. La accién (7.9) es un funcional de la conexién

1
A=eP, + Ew“bJab, (7.10)

donde P, y J, forman una base para el dlgebra de Lie de AdS (ver Apéndice C).
Sea z = exp ((*F,) un elemento del coseto G/H, y definamos la conexién no lineal

N 1
A=V"P, + 5WabJab (7.11)
mediante la relacién [cf. ec. (7.5)]
1 ab a c 1 ab a d
QW Jap + VP, = exp (—C°P.) [ d+ éw Jup +€*P, | exp (C Pd) ) (7.12)
La ec. (7.12) representa una transformacion de gauge con un elemento de G/H sobre
la conexién de AdS (7.10).

El célculo de las expresiones explicitas para W y V¢ que se obtienen a partir
de (7.12) esta desarrollado en el Apéndice E; el resultado es

inh
V4 = 79 (Incosh 2) € + T¢ (ln sz Z> D¢, (7.13)
1 sinh z coshz —1
ab __  .ab c c a b bca
W =w —6—2[( . )e +(—Z2 )ch}(wc—wc), (7.14)

donde z = (/€ = (1/0) (C*C2)"?, Doy = d¢® + w?(? es la derivada covariante (en la
conexion w) de ¢* y hemos definido

G

Ty (u) = e"op + (1 —e*) a2

(7.15)
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Estas matrices T seran usadas repetidamente en lo que sigue; sus propiedades se
encuentran expuestas en el Apéndice G.

Bajo una transformacién local g € SO (d — 1,2), estos campos transforman de
acuerdo a

VP, =h(V'P,)h", (7.16)

1 1
§W’“bJab = h (§W“”Jab> R~ + hdh™'. (7.17)

Aqui es de crucial importancia notar que h € H es un elemento del (sub)grupo de
Lorentz, el cual es obtenido de la relacién [cf. ec. (7.1)]

gexp (C*P,) = exp (("*P,) h, (7.18)

donde g € G. La versién infinitesimal de (7.18) es
exp (—Cbe) (9 —1)exp (C*P,) —exp (—Qbe) dexp (C*P,) =h — 1, (7.19)

donde hemos puesto

g=1+4+(g—-1), (7.20)
h=1+(h-1), (7.21)
exp (("P,) = exp ((*P,) + dexp (C°P,) . (7.22)

Cuando ¢ es una transformacién de Lorentz, g € H, la ec. (7.18) implica que h = ¢
y que los ('* son funciones lineales de h y (%, resultando en

exp (("*Py) = hexp (C*Pa) h™". (7.23)
Sustituyendo h — 1 = %h“bJab encontramos
5 = e, (7.24)

donde, como es usual, hemos definido 6(* = ('* — (. Esta ley de transformacion
nos dice sencillamente que (* se comporta como un vector bajo transformaciones de
Lorentz.

Para un boost de AdS, hacemos g — 1 = €*P, en (7.19) y obtenemos

z cosh z
ot =T% (1 b 2
¢ b<n Sinhz>€’ (7.25)
B 1 coshz—1, .., 4.4
h—1+2—€2m (EC _EC)Jab- (726)
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El calculo detallado de estas expresiones se muestra en el Apéndice F. Este h € H
en particular es el que debe ser usado en las ecs. (7.16) - (7.17) para deducir las
leyes de transformacién de V* y W bajo un boost de AdS.

Las versiones infinitesimales de (7.16) y (7.17) son fécilmente obtenidas tomando
h=1+ %habJab y usando el algebra de AdS: ellas son

SV = hev?, (7.27)
SW® = — Dy h. (7.28)

Aqui Dy h® = dh® + W2h® + Wbhe es la derivada covariante (en la conexién
W) de h. Vemos de (7.27) y (7.28) que V@ transforma como un vector y W2
como conexion, pero con un elemento del grupo que es una funcién no lineal, en
general, de sus pardmetros [ver ec. (7.18)]. Méas explicitamente, podemos decir que,
para una transformacion de Lorentz, los h* son directamente los pardmetros de la
transformacion, en tanto que para un boost de AdS con pardmetros €%, los h®* deben
obtenerse a partir de (7.26).

El grupo de Poincaré es recuperado en el limite / — co. En este caso, V y W
se reducen a

Ve =e"+ D,(", (7.29)
Wb = . (7.30)

Asi, los correspondientes 0¢* y h para una traslacion (ex boost) son

8¢ = €, (7.31)
h=1. (7.32)

De este modo, las leyes de transformacién de V¢ y W llegan a ser

SV =0, (7.33)
SW® = 0. (7.34)

Estos campos coinciden con aquellos que fueron utilizados en la seccion 6.1 para
construir una teoria de la gravitaciéon invariante bajo el grupo de Poincaré. Su ob-
tencion en este nuevo contexto muestra que la teoria que desarrollaremos en lo que
sigue es una generalizacion directa de estas ideas. En la secciéon siguiente escribimos
una teoria para la gravedad cuya accion es invariante bajo la accién del grupo de
anti-de Sitter, y mostramos como nuestros resultados se reducen a los de la seccion
6.1 cuando hacemos el limite ¢ — oo.
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7.3. Gravitaciéon invariante bajo el grupo de anti-
de Sitter

En esta seccion escribimos una teoria para la gravitacién en d dimensiones, cuya
accién es invariante bajo el grupo de anti-de Sitter SO (d — 1,2). Los campos inde-
pendientes en la accién son el vielbein e?, la conexién de spin w® y la coordenada
del espacio interno {SO (d — 1,2) /SO (d — 1,1)}, ¢*. Estas variables aparecen en la
accién de manera indirecta, a través de los campos no lineales V¢ y W, La relacién
precisa entre ellos es [cf. ecs. (7.13) y (7.14)]

inh
Ve =T (Incoshz) e’ + T¢ (m o Z) D¢, (7.35)
z
1 sinh 2 coshz —1
ab ab c c ash bca
web — _E_QK . )e+(—22 )ch}(gac—gac), (7.36)

donde T (u) estd definida en (G.1), D% = d¢* + w4(® es la derivada covariante
(en la conexién w) de (%, y z = (/£. Cuando ¢ — oo recuperamos, por la via de una
contraccién de Inénii-Wigner, el grupo de Poincaré 15O (d — 1,1).

Consideramos ahora el lagrangeano de Lovelock (5.5), construido con V* en vez
de e* y con el tensor de curvatura

RY® = dW?® + WeW®, (7.37)

en vez de R? = dw™ + w?w®. Esta construccién arroja como resultado la accién

. [d/2]
Sévzf = /Z@pr, (7.38)
p=0
L, =¢€qy.q,R"% - RO-1020Y 02051 .. |/ (7.39)

La accion (7.38) es invariante bajo las transformaciones de Lorentz

SV =have, (7.40)

SW® = — Dy h®, (7.41)

5¢ = h4 P, (7.42)

donde h® = —h%® son los pardmetros infinitesimales de la transformacién. Esta in-

variancia estd asegurada por construccién en (7.38); como R® y V¢ transforman



7.3. GRAVITACION INVARIANTE DE ADS 65

tensorialmente bajo (7.40) - (7.42), el lagrangeano (que tiene todos sus indices con-
traidos) es un escalar del grupo.

Bajo un boost de AdS con pardmetro €* generado por P,, los campos V¢, W@
y (* cambian en

SV =have, (7.43)
SW® = —Dyh®, (7.44)
8¢t = T¢ (m Zsfzih;) e, (7.45)
donde ahora
pab — %% (Eagb _ ebga) ' (7.46)

Es claro que tanto las rotaciones de Lorentz como los boosts de AdS constituyen
simetrfas de la accién (7.38). A nivel superficial, ambas coinciden; §V¢ y W% tienen
la misma forma en los dos casos. La diferencia proviene de la forma explicita que
adopta el parametro y de la ley de transformacion para (*.

7.3.1. Ecuaciones de movimiento para la accién de Lovelock

Para deducir las ecuaciones de movimiento asociadas a la accién (7.38), debe-
mos analizar cémo cambia cuando realizamos pequenas variaciones en los campos
independientes. Podemos variar independientemente e® y w®, y calcular a partir
de estas variaciones las correspondientes para V¢ y W, Por otro lado, también
podemos llevar a cabo variaciones arbitrarias e independientes en (“. Por lo tanto,
consideraremos la respuesta de la accién (7.38) bajo variaciones arbitrarias en los
campos fundamentales e, w® y ¢*. Sin embargo, no podemos dejar de notar que
las variables que aparecen directamente en la accién son V® y W?: de este modo,
resulta conveniente analizar primero como cambian estos campos bajo variaciones
arbitrarias en e y w®. Si consideramos variaciones arbitrarias en e?, entonces

6.V = T9 (In cosh z) de’, (7.47)

5, — —%2 (szhz) (¢o8t — ¢to7) bec. (7.48)



66 CAPITULO 7. GRAVITACION INVARIANTE DE (A)DS

b

Para variaciones arbitrarias en w®’, en cambio, encontramos

1sinh z

8.V = =5 (G — ) B, (7.49)
" 1], 1 fcoshz—1 a u . . .
=5 e (ST (ot - o) (G - oot (750

Las ecuaciones (7.47) - (7.50) nos seran de utilidad para deducir las ecuaciones de
movimiento asociadas a (7.38).

Bajo variaciones arbitarias en los campos no lineales V* y W2, (7.38) cambia
(médulo un término de borde) por

[d/2

)
5SS = / > 0,0L,, (7.51)
p=0

donde
5L, = p(d—2p) SWPED 1 (d — 2p) SVEP), (7.52)
y hemos definido
EP) = o4y 0, RO20 - RO+ 242 0 (7.53)
ED) = o, R - R0 T o201}/ 2p42 |/, (7.54)

Reemplazando (7.47) y (7.48) en (7.51) hallamos las ecuaciones de movimiento
asociadas a e“, las cuales son

el 2 (smhz) )b g )
Z a, (d — 2p) 2P\ — EC+ T, (Incoshz) Y| = 0. (7.55)

p=0

Del mismo modo, si reemplazamos (7.49) y (7.50) en (7.51) encontramos las

ecuaciones de movimiento asociadas a w?:

1472 ) 1 (coshz—1 . e\ o(p) ra
Zap (d_2p> p(c:cd _pg_z T (Ccéd_gddc)gea C +

p=0
1sinh z

2 z

(Qﬁ—(&@&@}zo- (7.56)
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Las ecuaciones (7.55) y (7.56) pueden ser puestas también en la forma

[(d—1)/2]
> a(d—2p)EP =0, (7.57)
p:

d-1)/

Z app (d — 2p) 5;1;) =0. (7.58)
p=1

En el “gauge fisico” (* = 0, (7.57) y (7.58) llegan a ser coincidentes con las ecuaciones
de movimiento para la gravedad de Lanczos-Lovelock obtenidas en [31]. Incluso
cuando ¢ # 0, la forma de las ecuaciones es idéntica, con e® y w® reemplazados
por V@ y W, Esto significa que (7.57) y (7.58) son las mismas ecuaciones que
hubiésemos obtenido variando V* y W como campos independientes. Por lo tanto,
toda la dindmica de los campos e, w® y (% ha sido absorbida en V® y W%, En
consecuencia, la ecuacion de movimiento asociada a variaciones arbitrarias en (* no
es una ecuacién independiente, sino que puede obtenerse a partir de (7.57) y (7.58).
En efecto, cuando ¢ — oo uno puede comprobar explicitamente que la ecuacion de
movimiento asociada a (* es igual a la derivada covariante exterior de la ecuacién
asociada a e.

7.3.2. Cargas conservadas para la accién de Lovelock

En la seccién anterior calculamos las ecuaciones de movimiento para la accién de
Lovelock realizada no linealmente en d dimensiones. En esta secciéon mostraremos
las corrientes y las cargas conservadas asociadas, via el Teorema de Noether (ver
Apéndice H), con la invariancia de la accién bajo difeomorfismos, rotaciones locales
de Lorentz, y boosts de AdS. La definicién de las cargas conservadas en Relatividad
General tiene una larga historia; el enfoque que presentamos aqui es el de las refs.
]y 2]

Partimos de la accién de Lovelock-Born-Infeld en d = 2n dimensiones

K

S(Qn _ v
2n

/ Caray, £0192 . .. Zaan-102m, (7.59)
donde hemos definido [cf. ec. (7.37)]

1
Zm = RW 4 E—Qvavb, (7.60)

R = dW™ + Wew<, (7.61)
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El cambio de esta accién bajo variaciones arbitrarias 6V y 6W4 en los campos no
lineales V¢ y W2 puede escribirse como
K

K a
55:/[6—251/ Fat 5

(n— 1) SW®F,y + d@] ,

donde hemos puesto

Fo = Cangeag, 2% - - Z0n—202m-1]/ 020 (7.62)
Fab = Eabagag Z23% - - Zomn-302n—2 Td2n-1}/02n (7.63)
0= ggaln_a%éwalazzasm ... ZO2n-102n (7.64)

La corriente conservada asociada a la invariacia bajo difeomorfismos de la accion
(7.59) esta dada por (ver Apéndice H)

*Jdif = —9 - IEL, (765)

donde £ = £, es el campo vectorial que genera el difeomorfismo y * es el dual de
Hodge?. En esta férmula se entiende que hemos reemplazado en © la variacién de

W4 correspondiente a un difeomorfismo, es decir, W = — £, W, Explicitamente,
K K
= e a1a2 7aza4  Zan—102n _ P . (Z®™ae2 . ZA2n-102n)
*Jaif 5Ca LW oy Ca1an e ( )
(7.66)
Usando la identidad
LW =D (W) + IR (7.67)
y la regla de Leibniz (2.36) para I¢, es posible escribir *Jg; en la forma
a K al K a
*Jait = d (IW™T,) — 7 (n—1) (IW*™) Fup — 28 Fa (7.68)
donde hemos definido
Ty = ggaba3a4...a2nza3a4 . Zazmoaon (7.69)

Esto significa que, on-shell (i.e., cuando F, = 0, F,, = 0), la corriente asociada a la
invariancia bajo difeomorfismos de la accién (7.59) es

*Jair = d (LW T,y) - (7.70)

4Las corrientes conservadas que surgen de la aplicacién del Teorema de Noether son (d — 1)-
formas. Dado que parece mds simple tratar con una 1-forma en vez de una (d — 1)-forma, estas
corrientes son escritas como el dual de Hodge de una 1-forma J. Sin embargo, esto no es en modo
alguno necesario.
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Cuando el espacio-tiempo M tiene topologia M = R x 3, donde ¥ es una seccion
espacial, podemos integrar xJgi sobre Y para obtener la carga conservada @)gj-
Como xJgr es una derivada total, el Teorema de Stokes permite escribir QQqir como
una integral sobre el borde 0% de la seccion espacial X:

Qait = / IW™T,,. (7.71)
ox

Cuando ¢ es un vector de Killing tipo tiempo (9/0t) o rotacional (0/0¢p), la ec.
(7.71) provee una definicién de la masa y el moméntum angular, respectivamente.

Las corrientes conservadas asociadas a la invariancia de (7.59) bajo rotaciones
locales de Lorentz y boosts de AdS pueden ser calculadas simultaneamente usando
las expresiones [cf. ecs. (7.40) y (7.41)]

SV =haVvt  SW® = —Dyh®, (7.72)

donde, para transformaciones de Lorentz, los A%’ son los parametros de la transfor-
macién y, para boosts de AdS con pardmetro €%, los h*® estén dados por [ver ec.

(7.46)]

1coshz—1,, a
7 asinns (€O (7.73)

En ambos casos la corriente conservada puede escribirse como

hab —

] = gaal...@n (Dyyh®102) 24304 ... Zazn-10zn, (7.74)

on-shell, esta corriente no es mas que
K
*J = §d (Eay-ay, K12 2304 ... Z2n—1020) (7.75)

lo cual nos conduce a la carga conservada

Q= [ h*Ty. (7.76)
(o))

Por lo tanto, las cargas conservadas asociadas a la invariancia de la accién (7.59)
bajo rotaciones locales de Lorentz y bajo boosts de AdS son

QLorentZ = / hab%b; (777)
ox

2 coshz —1
= | ———eT5¢" .
Q@ Ads Iz /az P 5C (7.78)
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En el gauge fisico (* = 0, las cargas Qait ¥ Qrorentz S€ reducen a aquellas obte-
nidas en la ref. [2]. En cambio, esta eleccién de gauge hace que la carga conservada
asociada a la invariancia de (7.59) bajo boosts de AdS Qaqs se anule, en completa
concordancia con el rompimiento de esta simetria cuando (* = 0.



Capitulo 8

La Reduccion Dimensional

La experiencia nos muestra que, al menos macroscopicamente, el espacio-tiempo
tiene cuatro dimensiones (tres espaciales y una temporal). Sin embargo, esta obser-
vacion no elimina la posibilidad de que, en escalas mucho menores a las accesibles por
nuestros instrumentos, esto no sea ya mas asi. La introduccién de dimensiones extras
es ya una hipétesis usual en la fisica de altas energias, y muchas teorias dependen de
su existencia para ser matematicamente consistentes [8, 22]. Por supuesto, siempre
debemos ser capaces de, a partir de una teoria formulada en una dimensién superior,
extraer la informacién relevante para el mundo macroscopico de cuatro dimensiones.
Esto es llevado a cabo a través de un proceso de reduccion dimensional, en el cual
se relacionan cantidades definidas en una dimensién d con cantidades pertenecientes
a la dimensién inferior!. Esta identificacién es en gran medida arbitraria; en las sec-
ciones siguientes mostramos dos clases de reduccién dimensional correspondientes
a las usadas por Grignani y Nardelli en [13]. Nuestro cédlculo, sin embargo, va méas
alld del de estos autores en tres aspectos: (i) permitimos una reduccién dimensional
a partir de una dimensién par arbitraria y no sélo de cuatro a tres dimensiones; (ii)
utilizamos el lagrangeano de Lovelock-Born-Infeld en d = 2n en lugar de la accién de
Einstein-Hilbert; y (iii) nuestra accién es invariante bajo el grupo de anti-de Sitter,
en lugar de serlo so6lo del grupo de Poincaré.

En la seccién 8.4 se muestra ademas una tercera alternativa de reduccion dimen-
sional, en la cual se asume un tipo de dependencia especifica de los campos sobre la
coordenada z2". La ventaja de esta clase de reduccién por sobre las otras radica en
el hecho que ella permite obtener la accién de Euler-Chern-Simons en d =2n — 1 a
partir de la accién de Lovelock-Born-Infeld en 2n dimensiones.

ITambién existe la posibilidad de realizar un proceso de reduccién entre dos dimensiones arbi-
trarias.

71
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8.1. Métodos de Reduccion Dimensional

En esta seccién examinamos dos de los métodos de reduccion dimensional que
seran utilizados mas adelante. Para distinguir las cantidades de la dimension supe-
rior (d =2n) de aquellas de la dimensién inferior (d = 2n — 1) usamos un acento
circunflejo sobre las primeras. Ademas, usamos indices latinos en mayusculas pa-
ra denotar el rango A = 1,...,2n, en tanto que reservamos los indices en letras
mintsculas para el rango reducido a = 1,...,2n — 1. Asi, é4 representard el vielbein
en d = 2n, el cual puede descomponerse como é4 = (&%, é?"). Los métodos de re-
duccién dimensional nos permiten relacionar é* y é2" con las cantidades inherentes
ad=2n—1, como e*, w® y (%

Un punto importante es que debemos permitir que las constantes que aparecen en
la accion cambien su valor al reducirse la dimensionalidad del espacio-tiempo. Esto
significa que, por ejemplo, la constante &, que aparece en la accién para d = 2n, no
tiene por qué coincidir con la constante k perteneciente a la accién en d = 2n — 1.
Mas bien, parte de nuestra tarea sera encontrar la relacion precisa que existe entre
las constantes de la dimension inferior con las de la dimensién superior.

8.1.1. Método I

En este método, las cantidades de 2n dimensiones son identificadas con su
homologo de 2n — 1 dimensiones de acuerdo a la tabla siguiente:

ld=2n|d=2n—-1]

s5a a

e e
éQn den
(Dab wab
LOa,2n 0
¢" ¢"
C2n 0

Este es el método de reduccién dimensional mas sencillo; consiste en simplemente
anular (o reducir a la unidad) las tltimas componentes de cada una de las cantidades
relevantes.

Aplicando esta receta, las componentes del vielbein y la conexién no lineales VA
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vy W4B se reducen a

A ‘0L 5
Ve = 7% (In cosh 2) ¢* + T (m Smﬁ Z) D.ch, (8.1)
V2" = (cosh 2) dz?", (8.2)

. 1 sinh 2 coshz —1

ab _ ,ab __ — c et c asb  +bsa
We=u®-— K . )e +( = )ch}(géc ¢’62),  (83)
“ 1 (sinh 2z

Wa,?n S— d 2n ~a 8.4
02 ( 3 ) A ( )

donde z = (ﬁ/é) z. La falta de coincidencia entre Z y z es lo que nos aparta de

escribir simplemente V® = V% y W® = W%, como serfa el caso si 2 = z. Con estas
identificaciones para la conexién, la curvatura R4Z se escinde en

R = T 1 Wi, (85)
. 1 inh 5
RoM — 5D Ksmé z) g“] da™, (8.6)

donde Dy;, representa la derivada covariante con respecto a la conexién We.

8.1.2. Meétodo II

En este método, las cantidades de 2n dimensiones son identificadas con su
homoélogo de 2n — 1 dimensiones de acuerdo a la tabla siguiente:

ld=2n][d=2n—-1]

e 0
éQn dl‘Qn
d)ab wab

@a,?n 1 Ve
9/
¢ 0
2n
¢ gl

Aqui v es una constante con dimensiones de longitud que puede ser ajustada con-
venientemente. En abierto contraste con el Método I, en esta ocasion las ultimas
componentes de los campos son mantenidas distintas de cero, en tanto que las pri-
meras componentes tanto del vielbein como de la coordenada de AdS son anuladas.
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Aplicando esta receta, las componentes del vielbein y la conexién no lineales V4
y W4E se reducen a

Ve — (S”{hz> Ve, (8.7)
z
V2 = dg?, (8.8)
Wab _ wab,
A 1
Wen = 5 (cosh z) V. (8.10)

Vemos que esta identificacién resulta en una mezcla del vielbein y la conexion:
parte de las propiedades afines de la dimensién inferior son determinadas por las
propiedades métricas de la dimensién superior. Habiendo escrito de esta manera la
conexion, encontramos que la curvatura R4 se descompone en

- 1
R* = R* — — (cosh® 2) V*V?, (8.11)
72
. 1
R“* = — (cosh 2) D, V*, (8.12)
gl

donde Z =~/ ¢ y D,, representa la derivada covariante en la conexién w®. Notemos
que este método de reduccién dimensional tiene la notable propiedad de producir
un z constante.

8.2. De cuatro a tres dimensiones

Como primer paso llevamos a cabo la reduccién dimensional de la accién de
Lovelock-Born-Infeld en cuatro dimensiones realizada no linealmente

~

. 1~ - - 1 ~nn
Sg&/ = §/€ABCD <RAB + é—QVAVE;) <RCD + E—QVCVD> : (8.13)

Usando la antisimetria del simbolo de Levi-Civita podemos reescribir esta accién en
la forma

. 1 ~ . 1 ~ .
Sy =i / Eabe (R“” + é—Qvavb) (RC‘* - E—ZVCV‘*) , (8.14)

donde €4 = €qpes. Esta version de la accion se presta para realizar la reduccion
dimensional de acuerdo a los métodos explicados en la seccion anterior.
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8.2.1. Meétodo I

Aplicando el Método I de reduccién dimensional a la accién (8.14) nos vemos
conducidos a

) L A -
S0 = [ ean (R“b ¥ é_zvavb) {(cosh 2V~ Dy, [(“ ) 40} } drt. (8.15)

Es en este punto donde tiene lugar la reduccién dimensional propiamente tal. Pri-
mero exigimos que la direccién z* sea compacta, es decir, que la integral sobre ella
tenga un valor finito. Con este efecto escogemos?

/ dzt =1, (8.16)

donde la integracion es llevada a cabo en todo el rango de validez de la coordenada
x*. Asumimos, por simplicidad, que todos los campos son independientes de esta
coordenada. Al realizar la integracién sobre z* en (8.15) obtenemos

. o A L
S8 = - / Eabe (R"“b+ é—zvavb) {(Cosh 5 Ve — Dy, Ksmé Z) gﬂ } (8.17)

La accién (8.17) no es una accién de Lovelock; el ultimo término, una vez integra-
do por partes, conduce a lagrangeanos torsionales. Estos lagrangeanos no son en
modo alguno absurdos; de hecho, se han construido teorias de supergravedad en di-
mensiones impares cuyo sector puramente gravitacional consiste en una accién que
involucra explicitamente la torsién [30].

Cuando escogemos el gauge fisico (* = 0 los términos torsionales en (8.17) des-
aparecen, dejandonos con

A Q. 1 a C
Sﬁ()i i /5abc (R b4 é—ze eb) ec. (8.18)

Lo que resta por hacer es especificar el modo en que las constantes asociadas a la
accion en cuatro dimensiones se relacionan con las de tres. Escogiendo

: (8.19)

: (8.20)

2La arbitrariedad en la eleccién de esta compactificacién implica que la accién reducida puede
multiplicarse por una constante adimensional escogida a voluntad.
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la accién (8.18) llega a ser la accién de Euler-Chern-Simons en tres dimensiones:
s /5 be | R% + Le“eb e’ (8.21)
red / abc 302 ’ '

8.2.2. Meétodo 11

Ahora aplicamos los resultados de la seccion 8.1.2 a la accién de Lovelock-Born-
Infeld realizada no linealmente (8.14) para obtener

inh 2 1 dz*
(SmA Z) / Eabe (R“b - —Qvavb> Vel (8.22)
E Y 0

Notemos que el término (sinh Z/Z) sale fuera de la integral, ya que es igual a una
constante (cuando usamos el Método II). En seguida compactificamos la direccién

z* de acuerdo a
/ det = é,

lo cual nos conduce a la accién reducida

i (sinh L1 .
Sred = % ( - ) /sabc (R Al v”) Ve, (8.23)

Esta accién contiene el vielbein no lineal V¢ y la curvatura R asociada a la conexién
w®; esta combinacién es un resultado de las particulares elecciones hechas en el

método de reduccion dimensional. Escogiendo el gauge fisico (¢ = 0, nos vemos

conducidos a R s ,
Slfé = EA (SlnA Z) /gabc (Rab - _26aeb) e. (824)
14 z v

En este punto resulta claro que el Método II de reduccién dimensional nos conduce
naturalmente a una accion en tres dimensiones con una constante cosmoldgica po-
sitiva, A = 3/v2. El reemplazo v = ig, con g > 0, permite la introduccién de una
constante cosmoldgica negativa.

El dltimo paso es precisar la reduccion de las constantes de la accién. La eleccién

1 ’y) X
k= ——=sinh | = | &, 8.25
V3 (e (8.25)
1
(= —~, 8.26
75 (8.26)
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permite hacer que Sfjg llegue a ser la accion de Euler-Chern-Simons en tres dimen-

siones )
3 K a a c
Slgec)l = Z /gabc <R b_ @6 eb) e . (827)

Por lo tanto, ambos métodos de Reducciéon Dimensional conducen, mediante una
eleccién apropiada de las constantes de la accion, a la teoria de gravitacién Chern-
Simons en tres dimensiones. La accién reducida tiene la particularidad de ser inva-
riante bajo transformaciones del grupo de anti-de Sitter SO (2,2), cuando usamos
el Método I, o de de Sitter SO (3,1), cuando usamos el Método II.

83. Ded=2nad=2n-1

En esta seccién mostramos la reduccion de la accion de Lovelock-Born-Infeld en
2n dimensiones

S N (329)
donde hemos puesto [cf. ec. (7.37)]
A A 1~ 4n
ZAB = RAB 4 E—ZVAVB, (8.29)
RAB = dWAB 4 WAWCE, (8.30)

Usando la antisimetria del simbolo de Levi-Civita, podemos reescribir la accion
(8.28) en la forma

Ssw = # / Eayeoiagn_y 2017« - 202302 o210, (8.31)

Lo que nos resta por hacer es identificar las cantidades de 2n dimensiones con
cantidades correspondientes de 2n — 1 dimensiones. Esta identificacion sera llevada
a cabo siguiendo los dos métodos descritos mas arriba.

8.3.1. Meétodo 1

Aplicando el Método I de reduccién dimensional a la accién (8.28), la siguiente
forma es obtenida:

A

K

Sgwn) :£_2 /501~-~a2n_12a1a2 cee 2@”_3@"—2 {(COSh ZA’) Va‘i‘

— Dy, [(Sinéhé ) ga%l} } da™™. (8.32)
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Al igual que en el caso tetradimensional, esta acciéon no es una acciéon de Lovelock; la
integracion por partes del ultimo término produce, aparte de un término de borde,
contribuciones torsionales a la accién. Sin embargo, al escoger el gauge fisico (* =0
los lagrangeanos torsionales desaparecen y nos quedamos con la accion

2n K ara 1 . a
Séw)zé—Z/aal...a%l (R12+€ 1 2)~-><

1
x <Ra2n3a2n2 4 g_2602n3€a2”2) etdr®". (833)

2n

Cuando compactificamos la direccion £ a una longitud /¢, este procedimiento nos

conduce a la accion reducida

n-1) _ R 1
Slfd Y = %/€a1-..a2n—1 (Ra1a2 + = g e a2> e X

1
% <Ra2n—3a2n—2 + g_2€a2n—3602n—2) ed2n—1, (834)

Esta es una accién de Lovelock, puesto que sélo involucra la curvatura R® y el
vielbein e®. Para verlo mas claramente, desarrollamos el producto de curvaturas
concirculares y escribimos

2n—1) z : —1
Ecd / e (2n—1-2p) ( ) )5a1~--a2n_1Ra1a2 . Razp—1a2p€a2p+1 . eazn—1_

Esto es distinto de la accién de Euler-Chern-Simons en 2n — 1 dimensiones

(2n—1-2p) _q
(2n1 I n aiaz | . Pazp—1a2p ,a2 e
/Z Qn — 1= 2p< p )5a1...a2n_lR 1 R p—102p A2p+1 e 1’

y no hay transformacion alguna sobre x y ¢ que pueda llevar uno en el otro.

8.3.2. Meétodo II

La aplicacion de los resultados del Método II de Reduccién Dimensional a la
accién (8.28) permite escribirla en la forma

2n k (sinh 2 ala 1 a1 ra
SéW) :é_z ( E ) /8(11"'(1271,1 (R 1 — ?V v 2) e X

1
X (R - —2va2n3va2n2) Vet gy (8.35)
ol
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79
Tras compactificar la direccién 2" a una longitud ¢ hallamos la accién reducida
(2n—1) k (sinh Z
Sred == <

1
7 2 ) /5a1..~a2n1 (Ra1a2 - ¥V01Va2) cee X
1
X (RGZn—BGQn—2 _ _2Va2n—3va2n—2) Va2n—1. (836)
Y

Al igual que en el caso cuadridimensional, la adopcién de una constante cosmoldgica
negativa requiere la eleccién v = ig, donde g es una constante real positiva. Asi,

(2n—1) _I% sinh 2
Sred -7 (

aia 1 a a
N 3 )/gal"'a2nl (R12+?V % 2)'--X

14
A2 — 302 — 1 ag2n— agn— agn—
X(R2 302 2+_2V2 31/ 92 2)V2 1

; (8.37)

En el gauge fisico (* = 0 el vielbein no lineal V* se reduce al vielbein e® y Sr(
resulta ser una accién de Lovelock:

2n—1)
ed

n— A sinh 2 1
Sf:d ) _% ( lné Z) /5a1-..a2n_1 (thaz + Eeale(m) e X
1
X <Ra2n302n2 + _2€a2n36a2n2> eagn,l. (838)
g

Resolviendo el producto de curvaturas concirculares podemos poner esta accion
reducida de un modo mas sugerente:

A . A n—1

on—1) gk (sinhZz o1 (T —1 ara

s ):_é ( - )/249 2 12p>( )gal._azanlz_..x
p=0

p
X Ra2p71a2p ea2p+1 .. ea2n71 .

(8.39)

Esta accién es también claramente distinta de la accién de Euler-Chern-Simons

en dimensiones impares, sin importar cuales sean las reducciones aplicadas a las

constantes k y {. Es claro, sin embargo, que ¢ debe ser considerada igual a g, lo cual
aclara el rol de esta constante.
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8.4. Tercera Alternativa de Reduccion Dimensio-
nal

La accion de Lovelock-Born-Infeld en dimensiones pares,

51(321") — % /M Z /—(2n—2p) (Z) €A1---A2n7éA1A2 o RAw-1 A2 Az, {A/A2n7

2n p:0
(8.40)
puede también ser descompuesta de acuerdo a

n—1

SH =k /
] S

A ior g n—1 1. -

/ (2n—1—2p) ( Eayoagy 1 z7za1az oo R O2p—102p o
p

n p:[]

X Vel a1y pRae1az | Razp-1a2pRa2p+1,2nY a2 f/azn—1>

(8.41)

Una simple inspeccion en (8.41) revela que el primer término contiene la accién
para gravedad en 2n — 1 dimensiones; en cambio, el segundo término da origen, en
general, a lagrangeanos torsionales. Concentramos nuestra atenciéon en

~ n—1
Sé2n) :EA g7(2n7172p) (n - 1)8(11.“612”_17%(11(12 . 7%042p—1a2p %
0 J Mo, prd p
« Va2p+1 .. ‘A/a2n71 f/2n' (842)

Hacemos ahora la hipétesis de que la dependencia del vielbein no lineal VA sobre la
coordenada 22" viene dada por

Ve =ty (8.43)
V2 = dg?, (8.44)

donde k es una constante positiva con dimensiones de inverso de longitud y VO“ es
independiente de z2". Asumimos también que la conexién no lineal W48, y conse-
cuentemente la curvatura, son independientes de x?". La parametrizacién de esta
coordenada es escogida de modo que su rango de validez sea —oo < 22* < 0, corres-
pondiendo 22" = 0 al borde Ms,_ 1 = OMs, de M,,. Realizando explicitamente la
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integracién sobre 2%, la accién (8.42) toma la forma

n—1 A
~ g—(2n—1—2p) n 1 )
S5 RA / Z o 1 o o RO92 ¢
g k? Mop_1 (2n -1 - 229) p €a1-agm_1

p=0
R A et VA AR A (8.45)

Las simples identificaciones V& = V@ y W% = W m4s la reduccién de constantes

K =

: (8.46)

~E e

(=1 (8.47)

permiten reproducir la accién de Euler-Chern-Simons en 2n — 1 dimensiones,

n—1
67(2n7172p) n—1
S(2n—1) _ / § - Ra1az w
red k Moy 1 o (2n —1- 2]?) p Faraz

X e Ra2p71a2pva2p+1 . VGanl‘ (848)

Es interesante notar que esta accion es obtenida haciendo sélo una hipotesis fuerte,
que tiene que ver con la dependencia del vielbein en la coordenada z?". Las identi-
ficaciones mismas que completan la definicién del proceso de reduccién no son tan
relevantes en este caso particular. Por ejemplo, no es necesario escoger el gauge fisico
ni hacer una eleccion particularmente especial en la reduccion de las constantes para
hallar la accién (8.48).

8.5. Analisis de la Reduccion Dimensional

Hemos presentado cuatro versiones del proceso de Reduccion Dimensional, usan-
do dos métodos distintos y analizando primero la reduccion de cuatro a tres dimen-
siones y luego el caso general. En esta seccion analizamos las diferencias entre los
métodos utilizados y aquellas que surgen de la dimensionalidad.

En primer lugar, podemos notar que ambos métodos de reduccién dimensional
conducen a la accién de Euler-Chern-Simons cuando la reduccién es llevada a cabo de
cuatro a tres dimensiones, pero esto deja de ser cierto, en general, para dimensiones
mayores. La razon es simplemente que el nimero de constantes que necesitan ser
ajustadas en la accion en 2n dimensiones para obtener la accién de Euler-Chern-
Simons es igual a n, en general. Esto contrasta con las sélo dos constantes libres que
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contiene la accion de Lovelock-Born-Infeld en dimensiones pares, x y £. Sin embargo,
en el caso tetradimensional estas dos constantes son exactamente suficientes para
realizar el ajuste necesario (n = 2), y es ésta la razén del éxito de las reducciones
dimensionales en este caso. En dimensiones superiores la teoria obtenida es de todos
modos una de la clase de Lovelock, pero sus coeficientes no coinciden con los de
la teoria de Chern-Simons. Esto significa, por ejemplo, que estas teorias tienen la
potencialidad de tener ecuaciones de movimiento que dejen indeterminadas algunas
componentes de la torsién o la curvatura [31].

Otro modo de visualizar el motivo para la no obtenciéon de los coeficientes de
Chern-Simons en dimensiones impares proviene de notar que, tanto en dimensiones
pares como impares, los coeficientes pueden ser escritos univocamente como?

(=d=2) /1 d+1
az()d) — (" : con n = a2 . (8.49)
d—2p P 2
Esta forma se desdobla en dimensiones pares e impares como
g—(2n—1—2p) -1
- o (T (8.50)
P 2n—1—-2p\ »p
(2n) _ K p—(2n—2p) (T 8.51
a o (p> . (8.51)

Sin embargo, el coeficiente binomial que aparece en ambos casos depende directa-
mente de n, y no de la dimensionalidad del espacio-tiempo. La tabla siguiente sirve
para ilustrar la situacion:

d|3]4|5/6]7|8]9|10]11
ni21213|3/4|4]5| 5|6

(8.52)

De este modo, cuando pasamos de una dimension par a la dimensién impar inmedia-
tamente inferior, n mantiene su valor constante. Esta situacién provoca que los coefi-
cientes no se reduzcan del modo necesario para producir una teoria de Chern-Simons
en la dimension impar. En particular, esto significa que la reduccion dimensional de
la accién de Euler-Chern-Simons en d = 2n — 1 a la dimension par inmediatamente
inferior deberia producir una accién de Lovelock-Born-Infeld en d = 2n — 2.

La tercera alternativa de reduccion dimensional que hemos presentado permite
obtener la accién de Euler-Chern-Simons en dimensiones impares a partir de la

3Aqui se ha escogido una constante cosmolégica negativa. Cuando A > 0, cada coeficiente a](gd)

debe multiplicarse por un factor (—1)".
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accion de Lovelock-Born-Infeld en la dimension par inmediatamente superior. Esta
construccién se basa en la hipdtesis de que la dependencia del vielbein sobre la
coordenada x?" es del tipo exponencial. Claramente, el tipo de dependencia asumido
es crucial para determinar las teorias que se obtendran en el proceso de reduccion
dimensional. La reduccion més general de la acciéon de Lovelock-Born-Infeld, en la
cual la dependencia de los campos sobre z?" es expresada (por ejemplo) mediante
una serie de Fourier, permanece como un problema abierto.



84

CAPITULO 8. LA REDUCCION DIMENSIONAL



Apéndice A
Notacion y Convenciones

Usamos la signatura (—, +, ..., +) para la métrica del espacio-tiempo.
La derivada covariante actia segun

D,Vf=0,VF+ FZUVU, (A.1)
D,V,=0,V, - FZPVU. (A.2)

El tensor de Riemann es
Rpa,ul/ = 8MF50 - 8VFZU + FZ}\FI)/\O' - FZ)\Ff\uﬂ (Ag)

en tanto que el tensor de Ricci se define mediante la contraccién

R =R, (A4)

A lo largo de la Tesis asumimos compatibilidad métrica; esto es, la derivada
covariante de la métrica del espacio-tiempo g, y de la métrica del espacio tangente
Nap sON idénticamente nulas:

D)\guy = 07 Dnab = 07 (A5>

donde D, es la derivada covariante en la conexién Fl’)y y D es la derivada covariante
en la conexién w9. Sin embargo, no asumimos nulidad de la torsién; ambas con-
diciones son independientes, y se requiere de las dos para reducir la conexién Fﬁy
al simbolo de Christoffel { :‘V} Es interesante notar que la nulidad de la derivada
covariante exterior de la métrica de Minkowski es equivalente a la antisimetria de la
conexién de spin, w® = —wb.
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Apéndice B

El tensor 0 511.'.'.%]“

La delta de Kronecker generalizada es definida mediante el determinante

258 [25 M1

oBL ok on

OH2  HH2 .. JH2

1 — V1 129) 123
ot = det : : : ,

A A

donde 1 < r < n, siendo n la dimensionalidad del espacio(-tiempo). De su defini-
cion, la delta generalizada es un tensor de tipo (r,7) totalmente antisimétrico; i.e.,

guapr = gl g siguiente identidad es valida cuando se contraen los tltimos

vy Up vi-vr] °
(r — s) indices:
GHL s st i — (n=s) 8>!5’“"'“5 (B.1)

Vi Vsfs+1Mr (n _ 7,,)' ViVs ©

Un caso particular de interés es
o n!
61[2& - (n — r)!' (B.2)

Sea, A*1"F* un tensor totalmente antisimétrico. Entonces,

Gl b AV = A (B-3)
OB Ay = T Ay, (B.4)

El simbolo de permutaciones de Levi-Civita puede ser escrito como un caso
particular de la delta de Kronecker generalizada:

Eprompr = 0 (B.5)
I (B.6)
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v1-VUR
El producto de dos simbolos de Levi-Civita permite recuperar la delta:
Mg o, = ORI (B.7)

Las propiedades del delta de Kronecker generalizado son usadas ocasionalmente
en el texto.



Apéndice C

El grupo de (anti-) de Sitter

El grupo de anti-de Sitter G = SO (d — 1,2) es el grupo de rotaciones de un
espacio plano de d + 1 dimensiones con métrica nap = diag(—,+,...,+,—), en
donde A, B =1,...,d+ 1. Sus generadores J4p satisfacen el dlgebra de Lie [cf. ec.
(4.36), la cual es vélida para cualquier signatura de la métrica]

[JaB, Jop) = nepJap — Ncadep + MppJea — Npades. (C.1)

Este grupo también puede ser entendido como el grupo de simetrias de un espacio
de d dimensiones con curvatura negativa constante. Para poder hacer explicita la
comparacién con el grupo de Poincaré SO (d —1,1) es conveniente separar los
generadores Jap en Jy, (con a,b =1,...,d) y P, = (1/€) Jy 4, en donde ¢ es una
constante con dimensiones de longitud. Haciendo esto, el algebra (C.1) puede ser
escrita en la forma

1
[paapb] = 8_2*](167 (CQ)
[Jaba Pc] = 77cha - ncapba (Cg)
[Jaba ch] = nchad - ncand + ndb(]ca - ndajcb' <C4)

Aqui los generadores J,;, corresponden al subgrupo H = SO (d — 1,1) [el grupo de
Lorentz, como se desprende del algebra (C.4)] y los P, al coseto {G/H }. Esta forma
de escribir el dlgebra nos muestra que en el limite ¢ — oo recuperamos el grupo de
Poincaré, proceso que es conocido como contraccion de Inoni- Wigner.

Una representacion para el grupo de (anti-) de Sitter es provista por las matrices
de Dirac I',. Estas matrices son definidas mediante el requerimiento

{Faa Fb} = 277ab7 <C5)

39
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donde 7),, es la métrica de Minkowski de un espacio de d dimensiones, 7, =
diag (—,+,...,4), y {+, -} representa el anticonmutador. Definiendo

1
Pab = 5 [Pa, Fb] (C6)

es directo demostrar que las matrices I', y I'y, satisfacen el dlgebra de Lie

[Faa Fb] = 2Fab7 (C7)
[Faba FC] =2 (ncbra - nacrb) s (CS)
[Faln ch] =2 (ncbrad - nacrbd + ndbrca - nadrcb) . (Cg)

Por lo tanto, podemos representar los generadores J,, v P, del grupo de anti-de
Sitter mediante las matrices

1 l
Ja :_Faa Pa:_ray
T 2
Para obtener el grupo de de Sitter sélo es necesario modificar el generador de boosts

de acuerdo a P, = (£/2i)[,.



Apéndice D
Identidades Triangulares

Comenzamos haciendo la siguiente definicién [28]: si X e Y son elementos de un
algebra de Lie, entonces

XAY =[X,Y], (D.1)
X" AY =[X, X"AY], n>1. (D.2)

Para una funcién analitica f dada en términos de su desarrollo en serie de potencias
en torno a z = 0,

n=0

podemos definir la expresion f(X) AY a partir de

FX)AY =) f(XTAY),
=fY + X Y]+ LX X Y] +....

Notemos que esta definicion implica que 1 AY =Y.
Una forma explicita para X™ A'Y es dada por la identidad

X"AY = Xn: (—1)" <”) X" PY X?, (D.3)

p=0 p

la cual puede demostrarse usando el método de induccién matemaética.
Las siguientes identidades son extremadamente ttiles para la manipulacién de
conmutadores anidados:
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exp (X)Yexp(—X)=exp(X)AY, (D.4)
1 —exp (X)

exp (X)dexp (—X) = e

ASX, (D.5)

donde por d exp (—X) entendemos la expresion
dexp(—X) =exp[— (X +6X)] —exp(—X),

evaluada a primer orden en 60X . Estas identidades pueden demostrarse escribiendo
ambos lados como series de potencias (a través de la definicién de A) y usando
(D.3).

Cuando P, y Ju, generan el algebra del grupo de anti-de Sitter [ver ec. (C.1)], es
posible demostrar las siguientes identidades:

2n
(CCP)"™ AP, = ;72 (Ce6% = ¢*6%) Joay  n >0, (D.6)
C n n C CCC(Z
(C°P)* A P, = 2* (5a —a ) P, n>1, (D.7)
(COP)*" T A T = 227 (L6 — G0°) P, n>0, (D.8)
2n
(CP)" A Jo = ;—CQ (Cabs — G0%) (¢°68 — C6F) Jea, n>1, (D.9)

donde z = (/¢. Su demostracién requiere la utilizacién de las identidades (D.4) y
(D.5), més el método de induccién matemdtica. Las identidades (D.6) - (D.9) seran

indispensables a la hora de calcular los campos no lineales V' y W en términos de
a ab a

e’ w®y (.



Apéndice E

Célculo de V@ y Wab

En este apéndice calculamos las expresiones explicitas para los campos no lineales
Ve y W partiendo de la ecuacién [cf. ec. (7.12)]

1 1
§W“bJab + VP, = exp (—(°P.) <d + §w“bJab + e“Pa) exp (C'Py) . (E.1)
Esta ecuacion puede ser prontamente reescrita como
1
W ap+ VO Po =exp (—(“Fo) dexp (C"Pa) +

+ exp (—(°P.) <%wab ab + e“Pa) exp (Cde) ) (E.2)

En este punto podemos utilizar las identidades citadas en el Apéndice D, las cuales
reproducimos aqui para mayor conveniencia del lector [cf. ecs. (D.4) y (D.5)]:

exp (X)Yexp(—X) =exp(X)AY, (E.3)
1— X
exp (X) dexp (—X) = %H A dX. (E.4)
Definiendo
X = _Capm
1
Y = Swa + e P,
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podemos escribir (E.2) en la forma

1
QW“bJab +VeP, =exp(X)dexp(—X)+exp(X)Yexp(—X),

_ 1 —exp(X)

e A dX +exp(X)AY,

en donde hemos utilizado (E.3) y (E.4). Una aplicacién directa de las identidades
(D.6) - (D.9) muestra que

L=exp(X) A gy = gee {55 + (Sinhz - 1) (5;; - CC(‘I)} P+
z

X ¢?
1 coshz —1 0 e .
o (S e (g0t 1)

z

z

+ { {61‘1 + (coshz — 1) (6? — %)1 e’ + Sinzhzw(?,Cb} F,.

1 1 sinh coshz —1
exp (X) AY =3 {w“” = 55 (¢ = ") [( mz ) e+ <—) wcdcd} } Tyt

Juntandolo todo, encontramos

%W“bJab +V°P, = { [5;; + (coshz — 1) (5;; — ng”)] '+

“ sinhz_ a_% , sinhz _
+{5b+( : 1> (5b ) )]ngr—Z g

1 u 1, . “ sinhz) . coshz —1 .
g () (252 ] o

donde D,¢* = d¢* + wi(® es la derivada covariante (en la conexién w) de ¢®. De
aqui rescatamos la forma explicita de V* y Wa:

Ve = T (Incosh z) ® + T¢ (m szhz> D¢, (E.5)
1 sinh z coshz —1
ab __  .ab a b bca c c
W =w —g—Q(CfSC—Cdc){( ~ )e —l—(T)DwC}, (E.6)

donde T (u) esta definido en el Apéndice G, ec. (G.1).



Apéndice F

Calculo de 6¢* y h para un boost
de AdS

Como se explica en la seccion 7.2, la acciéon de una transformacion infinitesimal
g € SO (d — 1,2) sobre los campos no lineales V* y W4 es dada segtin las ecuaciones

SV = have, (F.1)
SW® = — Dy h, (F.2)

en donde h € SO (d — 1,1) ha de ser obtenido de la ecuacién
gexp (C°P,) = exp (("*P,) h. (F.3)

Para una transformacién de Lorentz, g = h, de modo que no hay esencialmente nada
que calcular. En este caso, la ley de transformacion para (* es obtenida de

exp ((P,) = hexp ((“P,) h ™.
Sih=1+ %h“bJab y tanto ¢(* como (' son infinitesimales, hallamos
6¢* = hacl, (F.4)

lo cual nos dice que ¢ transforma como un vector bajo SO (d — 1,1).

El problema que queremos afrontar en este Apéndice es el calculo de 6¢* y de
h para un boost infinitesimal de AdS, g = 1 + ¢*P,. Para ello, tomamos la version
infinitesimal de (F.3),

exp (—C"P,) (9 — 1) exp (C"P,) — exp (—C"B,) dexp ((*Po) = h — 1, (F.5)
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donde hemos escrito
h=1+(h-1),
exp (¢ P,) = exp (C*P,) + dexp (C*P,) .

Insertando g — 1 =€¢*P,, h— 1 = %h“bJab en (F.5), nos queda

1
exp (—C"B,) e Peexp (("Pa) = exp (=C"By) S exp (C"Fa) = 5h"" Jup.

Teniendo en mente las identidades

exp (X)Yexp(—X) =exp(X)AY,

1— X
exp (X)dexp (—X) = %() A 6X,
introducidas en el Apéndice D, llamamos
X =—("F,,
Y =¢€P,,

lo que nos permite escribir
1
exp (X)Yexp(—X) —exp(X)dexp(—X) = §h“bJab,

o bien,
— exp (X)

1 1
exp(X)AY — ASX = 5habJab.

En nuestro caso particular,

(F.10)

(F.11)

a 1 sinh
exp ()87 = e o 4 (coshz = 1) (37 = 52 )| P P85 (ot - €0

<2 62

El otro término que nos interesa es

LI)(‘X) ASX = 5(1) |:5g_’_ (Sinzhz . 1) (61? . CGCb):| Pa+

X

C2
1 coshz—1_._., .4 . bea
- 2—€275C (€"0¢ = €°62) Jab.
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Juntandolo todo, encontramos

1 a 1 sinh
Sh oy = [5;; + (coshz — 1) (5;; _¢ Cb)] P, sz Zee (C8h — o) Tyt

¢2 o

" sinh 2 . GG 1 coshz—1_._,., “
—6¢° [(% + ( — - 1) <5b — ?ﬂ Pot 50— (¢*82 — ¢"62) Ju.

Reordenando, esto llega a ser

z

111, .4 bea coshz —1 . sinh z) . ab
o (=) s (25) ] b

de donde obtenemos las ecuaciones

inh
0= [TZ (Incosh z) e’ — T4 (ln = Z) 5@} Pot+

inh
TS (ln o Z) §¢" = TY (Incosh z) €,
z

o b [(24 o (22) ]

Con el fin de despejar 6(* de la primera de estas relaciones, usamos las propiedades
de las matrices T' (ver Apéndice G); encontramos

zcosh z
¢ =141 b, F.12
¢ b (n sinh z )6 ( )

Reemplazando (F.12) en la segunda relacién, nos queda

1 coshz —1 zcosh z sinh z
ab __ ~ (ragb __ rbsa T (1 d c
h KQ(C(SC C(SC) [( 22 ) d(n sinhz)€ ( z >€1’

de donde

jab _ 1 coshz—1
(2 zsinhz

(e°¢® —€°¢*). (F.13)

Estos son los parametros que entran en las leyes de transformacién (F.1) y (F.2) de
Ve y W bajo un boost de AdS.
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Apéndice G

Una representacion matricial para
el grupo de traslaciones

Sea
CCo

TS (u) = €9 + (1 —e) 2

(G.1)
Estas matrices satisfacen las propiedades

1. Existencia de identidad:
75 (0) = &y,

2. Existencia de inverso:

Te(=u) Ty (u) = T (u) Ty (—u) = o5,

3. Asociatividad:

(7% (u) T (V)] T (w) = T (u) [T5 (v) Ty (w)]

4. Clausura:
T% (u) T (v) =T (u+v),

y forman por lo tanto un grupo, el cual es isomorfo al grupo de traslaciones en
una dimension.
La propiedad algebraica clave que permite que estas matrices formen un grupo
es que la matriz
"Gy

C2

M9 =
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es idempotente; esto es,
MM = M¢ & M? = M.
En lenguaje matricial, entonces,
T=e"+(1—-¢€")M,
y la propiedad de grupo proviene de que podemos escribir 7" como

T — eu(l—M)’

en donde 1 — M es también idempotente: (1 — M)* =1 — M. En efecto,

—~ n!
ooun
—1+> —(1-M),
n=1
=14+("=-1)(1—-M),
=e'+(1—e")M

Las propiedades de T} pueden resumirse en la identidad
usa u Ca(b a Cacb
eéb—i—(l—e)@ = exp |u §b—<2 :

Este calculo muestra el porqué de la parametrizacién escogida para las matrices 7.
Las propiedades de estas matrices son usadas repetidamente en el texto.




Apéndice H

El Teorema de Noether

Sea L = L (¢) un lagrangeano para un campo ¢. Bajo ¢ — ¢ + d¢, este lagran-
geano cambia en

0L =E(¢)d¢+dO(¢,09),

donde F (¢) son las ecuaciones de movimiento y d© es una derivada total que de-
pende de los campos y sus variaciones. Si hacemos una transformacién de gauge (es
decir, si la transformaciéon ¢ — ¢ + d¢ corresponde a una simetria de la accién),
entonces el lagrangeano cambia por

0L = df).
Esto significa que, on shell [i.e., cuando E (¢) = 0], tenemos
d*J =0,

con

*J =Q —0. (H.1)

Bajo un difeomorfismo generado por un campo vectorial &, el lagrangeano cambia
de acuerdo a [cf. ec. (2.39)]

0L = —£§L,
= — (dfg + [gd) L,
= _d<]§L)7

yva que dL = 0. En este caso, la corriente

wJ =—0 — IL (H.2)
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es conservada on shell:
dxJ =0,

cuando E (¢) = 0. La férmula general para xJ viene de superponer ambos casos:

ella es
*J =0 -0 —IL. (H.3)

Esta es la formula general que ocuparemos para calcular las corrientes conservadas
bajo rotaciones locales de Lorentz, boosts de AdS y difeomorfismos de la accién de
Lovelock.
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